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❆✳✶✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
❆✳✷ ❱❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

❆✳✷✳✶ ❚❤❡ ◆❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
❆✳✷✳✷ ❇❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❆✳✸ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❇❡ss❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✷

■■■



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐❣❤t

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼❛①✇❡❧❧✱✶ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛s ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ■♥ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ ❧✐❣❤t ✐s c = 2.997 924 58 × 108 m / s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ P❧❛♥❝❦✷ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧✐❣❤t r❛❞✐❛t❡❞
❢r♦♠ ❛ ❤♦t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✐s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ q✉❛♥t❛✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② f = c/λ✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♦r ✏♣❤♦t♦♥✑ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② W = hf ❀ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t
✐s h = 6.626 075 5 × 10−34 Js✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✸ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣
♠♦♠❡♥t✉♠ p ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = h/p✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s
❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❊✐♥st❡✐♥✹ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✺✿ ✏▲✐❣❤t ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ❱♦❧t❛✐r❡✻✳ ❱♦❧t❛✐r❡ ✇❛s
❜♦r♥ ❝❛t❤♦❧✐❝✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛s ❛ ②♦✉♥❣ ♠❛♥ t♦ Pr♦t❡st❛♥t✐s♠✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞ t♦ ❈❛t❤♦❧✐❝✐s♠ s❤♦rt❧②
❜❡❢♦r❡ ❤✐s ❞❡❛t❤✳ ▲✐❣❤t ✐s ❜♦r♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❧✐✈❡s ❛s ❛ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ❞✐❡s ❛s ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣
❛❜s♦r❜❡❞✳✑

✶✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t

❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s❡s ❧✐❣❤t✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ 0.6µm . . . 1.2µm
≤ λ ≤ 1.6µm ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f = c/λ ♦❢ 500THz . . . 250THz ≥ f ≥ 190THz✳
❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦✳ ❲❤❡♥ ♠❛♥② tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦s ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳ ❆t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱
❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤
♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳ ❋♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜②
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❲❉▼✮ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐t ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛rr✐❡rs
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✶❏❛♠❡s ❈❧❡r❦ ▼❛①✇❡❧❧✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝✐st✱ ⋆❊❞✐♥❜✉r❣❤ ✶✸✳✻✳✶✽✸✶✱ †❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✺✳✶✶✳✶✽✼✾✳ Pr♦❢❡ss♦r
✐♥ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑

✷▼❛① P❧❛♥❝❦✱ ♣❤②s✐❝✐st✱ ⋆❑✐❡❧ ✷✸✳✹✳✶✽✺✽✱ †●ött✐♥❣❡♥ ✹✳✶✵✳✶✾✹✼✳ Pr♦❢❡ss♦r ✐♥ ❑✐❡❧ ❛♥❞ ❇❡r❧✐♥✳ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥
♣❤②s✐❝s ✶✾✶✽

✸▲♦✉✐s ❱✐❝t♦r✱ ✼✳ ❉✉❦❡ ♦❢ ❇r♦❣❧✐❡ ✭s✐♥❝❡ ✶✾✻✵✮✱ ♥❛♠❡❞ ▲♦✉✐s ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡✱ ♣❤②s✐❝✐st✱ ⋆❉✐❡♣♣❡ ✶✺✳✽✳✶✽✾✷✱
†▲♦✉✈❡❝✐❡♥♥❡s ✭❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❨✈❡❧✐♥❡s✮ ✶✾✳✸✳✶✾✽✼✳ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ✶✾✷✾ ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❖✳ ❲✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✮

✹❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥✱ ♣❤②s✐❝✐st✱ ⋆❯❧♠ ✶✹✳✸✳✶✽✼✾✱ †Pr✐♥❝❡t♦♥ ✭◆❏✮ ✶✽✳✹✳✶✾✺✺✳ ✏❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ✸r❞ ❝❧❛ss✑ ❛t t❤❡
♣❛t❡♥t ♦✣❝❡ ✐♥ ❇❡r♥ ✭✶✾✵✷✕✵✾✮✳ Pr♦❢❡ss♦r ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❩✉r✐❝❤ ❛♥❞ Pr❛❣✉❡ ✭✶✾✶✶✴✶✷✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❙✇✐ss
❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❊❚❍✮ ✐♥ ❩✉r✐❝❤✳ ❊♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❯❙❆ ✐♥ ✶✾✸✸✳ Pr♦❢❡ss♦r ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r
❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙t✉❞② ✐♥ Pr✐♥❝❡t♦♥ ✭◆❏✮✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❝✐t✐③❡♥ s✐♥❝❡ ✶✾✹✵✳ ❋♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✵✺ ✭✶✾✶✹✕✶✻✮ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✭❣❡♥❡r❛❧✮
t❤❡♦r② ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ✶✾✷✶

✺❏❛❤♥s✱ ❏✳✿ P❤♦t♦♥✐❦✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥✱ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❙②st❡♠❡✳ ▼ü♥❝❤❡♥✿ ❖❧❞❡♥❜♦✉r❣✲❱❡r❧❛❣ ✷✵✵✶✳ P❛❣❡ ✾
✻Ps❡✉❞♦♥②♠ ♦r ♣❡♥✲♥❛♠❡ ♦❢ ❋r❛♥ç♦✐s ▼❛r✐❡ ❆r♦✉❡t✱ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ❛♥❞ ✇r✐t❡r✱ ⋆P❛r✐s ✷✶✳✶✶✳✶✻✾✹✱ †P❛r✐s ✸✵✳✺✳✶✼✼✽

✶



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❖♣t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦✿ ❆♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥
♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧ ❜② ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
✜❜❡r ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❞♦♠❛✐♥✳ ❉❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
✐s s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s❡s ♦❢ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❝✉rr❡♥t✲❧✐❣❤t ❛♥❞ ❧✐❣❤t✲❝✉rr❡♥t✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡✿

❼ ▲❛r❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✜❜❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ (250−
190)THz = 60THz

❼ ▲♦♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❛❝❤ ❞✉❡ t♦ ❧♦✇ ✜❜❡r ❧♦ss✱ ❛❜♦✉t 2.2, 0.35, 0.15 dB / km ❛t λ =
0.85, 1.3, 1.55µm✱ ✐✳ ❡✳✱ ❞♦✇♥ t♦ 3 dB ❧♦ss ❢♦r ❛ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ L = 20 km ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦♥❧② 2

❼ ■♠♠✉♥✐t② t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❜❡r

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠✐❧❡st♦♥❡s ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❡r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ ✇✐t❤ ❞❛t❛
r❛t❡s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ▼❜✐t✴s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s s❡❡♥ tr❡♠❡♥❞♦✉s ♣r♦❣r❡ss✱ ❛♥❞
❝✉rr❡♥t r❡❝♦r❞ ❞❛t❛ r❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❡♥s ♦❢ ❚❜✐t✴s✳ ❚❤r❡❡ ♠✐❧❡st♦♥❡s ♦❢ ❧✐❣❤t✇❛✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦t❡✇♦rt❤②✿

❼ ▲♦✇✲❧♦ss ✜❜❡rs✿ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r s✉❣❣❡st✐♦♥✱✼,✽ t❤❡ ✜rst ❧♦✇✲❧♦ss ✜❜❡rs ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
✾ ✐♥ ✶✾✼✵ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ 1 000 dB / km t♦ ❜❡❧♦✇ 20 dB / km✳ ❋✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss✶✵

r❡s✉❧t❡❞ ❜② ✶✾✼✾ ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♦♥❧② 0.2 dB / km ♥❡❛r λ = 1.55µm✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❧♦✇ ❧♦ss✶✶

♦❢ 0.154 dB / km ❢♦r ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛ s✐❧✐❝❛ ✭❙✐❖2✮ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❛ ✢✉♦r✐♥❡✲❞♦♣❡❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
♦♥❧② ❜② t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ✭❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ❛♥❞ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ✶✾✽✻✳

❼ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❧❛s❡rs✿ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❧❛s❡rs ✇❡r❡ ✜rst ♠❛❞❡✶✷ ✐♥ ✶✾✻✷✱ t❤❡✐r
✉s❡ ❜❡❝❛♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❧② ❛❢t❡r ✶✾✼✵ ✇❤❡♥ ●❛❆s ❧❛s❡rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛t r♦♦♠

✼❑❛♦✱ ❑✳ ❈✳❀ ❍♦❝❦❤❛♠✱ ●✳ ❆✳✿ Pr♦❝✳ ■❊❊ ✶✶✸ ✭✶✾✻✻✮ ✶✶✺✶
✽❲❡rts✱ ❆✳✿ ❖♥❞❡ ❊❧❡❝tr✳ ✹✺ ✭✶✾✻✻✮ ✾✻✼
✾❑❛♣r♦♥✱ ❋✳ P✳❀ ❑❡❝❦✱ ❉✳ ✳❇❀ ▼❛✉r❡r✱ ❆✳ ❉✳✿ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ✶✼ ✭✶✾✼✵✮ ✹✷✸

✶✵▼✐②❛✱ ❚✳❀ ❚❡r✉♥✉♠❛✱ ❨✳❀ ❍♦s❛❦❛✱ ❚✳❀ ▼✐②❛s❤✐t❛✱ ❚✳✿ ❯❧t✐♠❛t❡ ❧♦✇✲❧♦ss s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜r❡ ❛t 1.55µm✳ ❊❧❡❝tr♦♥✳
▲❡tt✳ ✶✺ ✭✶✾✼✾✮ ✶✵✻✕✶✵✽

✶✶❑❛♥❛♠♦r✐✱ ❍✳❀ ❨♦❦♦t❛✱ ❍✳❀ ❚❛♥❛❦❛✱ ●✳❀ ❲❛t❛♥❛❜❡✱ ▼✳❀ ■s❤✐❣✉r♦✱ ❨✳❀ ❨♦s❤✐❞❛✱ ■✳❀ ❑❛❦✐✐✱ ❚✳❀ ■t♦❤✱ ❙✳❀ ❆s❛♥♦✱ ❨✳❀
❚❛♥❛❦❛✱ ❙✳✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡✲s✐❧✐❝❛✲❝♦r❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✳ ■❊❊❊ ❏✳ ▲✐❣❤t✇❛✈❡
❚❡❝❤♥♦❧✳ ▲❚✲✹ ✭✶✾✽✻✮ ✶✶✹✹✕✶✶✹✾

✶✷◆❛s❧❡❞♦✈✱ ❉✳ ◆✳❀ ❘♦❣❛❝❤❡✈✱ ❆✳ ❆✳❀ ❘②✈❦✐♥✱ ❙✳ ▼✳❀ ❚s❛r❡♥❦♦✈✱ ❇✳ ❱✳✿ ❋✐③✳ ❚✈❡r❞✳ ❚❡❧❛✳ ✹ ✭✶✾✻✷✮ ✶✵✻✷ ✭❙♦✈✐❡t
P❤②s✳ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ ✹ ✭✶✾✻✷✮ ✼✽✷

✷



t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳✶✸

❼ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❛♠♣❧✐✜❡r✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡r❜✐✉♠✲❞♦♣❡❞ ✜❜❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❊❉❋❆✮ ✶✹ ✐♥ ✶✾✽✻ t❤❛t ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ❛s
♣♦✇❡r❢✉❧ ❛s ✐t ✐s t♦❞❛②✳✶✺,✶✻

❙❤♦rt✲ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❡❛❝❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✾✵s ✇❤❡♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
❡r❜✐✉♠✲❞♦♣❡❞ ✜❜❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs ❜❡❝❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥
❧♦♥❣✲❤❛✉❧ ❧✐♥❦s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡✛♦rt✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s s❡✈❡r❛❧ ❲❉▼ s②st❡♠s ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❛♥❞ t❤❡
❆t❧❛♥t✐❝ ♦❝❡❛♥s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❣r♦✇t❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳ ❚♦❞❛②✱
✹✵●❜✐t✴s ♦r ❡✈❡♥ ✶✵✵●❜✐t✴s ♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ ❲❉▼
s②st❡♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ r❡❝♦r❞ ❞❛t❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✶✳✼❚❜✐t✴s ✇❛s
r❡❝❡♥t❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✷✽❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧♦♥❣✲❤❛✉❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❡t
❞❛t❛ tr❛✣❝ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥♥✉❛❧ r❛t❡s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪✳ ❙❤♦rt✲ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲r❡❛❝❤
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts ✐♥ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❝✉rr❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐♥ ❞❛t❛ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛❜❧❡s
✭❆❖❈✮✳ ❆❖❈ ♣❧✉❣ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♣♣❡r ❝❛❜❧❡ ♣♦rts❀ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❡♥❞s ❝♦♥✈❡rt t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt ♦✈❡r ✜❜❡r✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❖♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s ❢♦r r❛❝❦✲t♦✲r❛❝❦ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣
✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ✭❍P❈✮ ❛♥❞ ✇❛r❡❤♦✉s❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ✭❲❙❈✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ♦❜st❛❝❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ♣❛② ♦✉t ❢♦r
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡s✿ ❇♦❛r❞✲t♦✲❜♦❛r❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t
❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞s t❤❛t r❡s✐❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛❝❦✱ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s
r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐tr②
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤✐♣✳ ■♥ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥✲❝❤✐♣
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ s✐❧✐❝♦♥ ♥❛♥♦♣❤♦t♦♥✐❝s ❛♥❞ ♣❧❛s♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛s ♦❢
❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳

✶✸❆❧❢❡r♦✈✱ ❩✳✿ ■❊❊❊ ❙❡❧✳ ❚♦♣✐❝s ◗✉❛♥t✉♠ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ✻ ✭✷✵✵✵✮ ✽✸✷
✶✹P♦♦❧❡✱ ❙✳ ❇✳❀ P❛②♥❡✱ ❉✳ ◆✳❀ ▼❡❛rs✱ ❘✳ ❏✳❀ ❋❡r♠❛♥♥✱ ▼✳ ❊✳❀ ▲❛♠✐♥❣✱ ❘✳ ❊✳✿ ❏✳ ▲✐❣❤t✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ✹ ✭✶✾✽✻✮ ✽✼✵
✶✺❲❤② ♥❡❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡❄ ❉✉❡ t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✜❜r❡

t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❛♥✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ s♣❛♥s ✇✐t❤♦✉t ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❜♦✉t
70 km✳ ❲❤② ❛r❡ t❤❡ s♣❛♥s s♦ s❤♦rt ✭s❡❡ ❋♦♦t♥♦t❡ ✶✻ ♦♥ P❛❣❡ ✸✮❄
❆ tr❛♥s❛t❧❛♥t✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ◆❡✇ ❨♦r❦ t♦ ▲♦♥❞♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 1 400 dB ✭7 000 km ❅

0.2 dB / km✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ ▲♦♥❞♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❥❡❝t 10140 ♣❤♦t♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡ ❡♥❞ ✐♥
◆❡✇ ❨♦r❦✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♦✉r s✉♥ ✭ms✉♥ = 3×1033 g✮ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ Ws✉♥ = mc2 = 1.8×1047 J
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② hf = 6 × 10−34 Js× 200THz = 1.2 × 10−19 J✱ ✇❡ ❤❛❞
❣❡♥❡r❛t❡❞ 1.5× 1066 ♣❤♦t♦♥s ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1.55µm ✭f ≈ 200THz✮✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜r✐❞❣❡ ❛ s♣❛♥ ✇✐t❤ 660 dB ❧♦ss✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 3 300 km ♦♥❧②✳ ❋♦r ❛ ❞✐r❡❝t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✕ ▲♦♥❞♦♥ ✇❡ t❤✉s
❤❛❞ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ 10140/1066 = 1074 s✉♥s✳
❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❛ ❜✐t✳ ❚❤❡ ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 1.4 × 1010 ❧✐❣❤t ②❡❛rs✳ ■ts

♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ 3×10−30 g / cm3 ✭❤tt♣✿✴✴❝✉r✐♦✉s✳❛str♦✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴q✉❡st✐♦♥✳♣❤♣❄♥✉♠❜❡r❂✸✹✷✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✬s ♠❛ss ✭❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② s✉♥s✮ ✐s m✉♥✐✈ = 7 × 1054 g✱ ❛♥❞ ✐ts ❡♥❡r❣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐s
W✉♥✐✈ = m✉♥✐✈c

2 = 6 × 1068 J ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 4.7 × 1087 ♣❤♦t♦♥s ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1.55µm✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡ 877 dB /(0.2 dB / km) = 4 385 km✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✕ ▲♦♥❞♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ❣♦ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❜✉r♥ 10140/1087 = 1053 ✉♥✐✈❡rs❡s✦

✶✻❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦r❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆✳ ❏✳ ❉♦r❛♥ ✭❙✳ ❑✳ ❚✉r✐ts②♥✱ ▼✳ P✳ ❋❡❞♦r✉❦✱ ◆✳ ❏✳ ❉♦r❛♥ ❛♥❞
❲✳ ❋♦r②s✐❛❦✿ ❖♣t✐❝❛❧ s♦❧✐t♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ✜❜❡r ❧✐♥❡s ✇✐t❤ s❤♦rt✲s❝❛❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ✷✺t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❖♣t✐❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❊❈❖❈✬✾✾✮✱ ◆✐❝❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✻✕✸✵✱ ✶✾✾✾✮✳ ✖ ❯♥✐✈❡rs❡✬s ♠❛ss
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❜ ❛❞❞r❡ss ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② ❉✐♣❧✳✲P❤②s✳ ❏❛♥ ❇rü❝❦♥❡r✱ ❑❛r❧sr✉❤❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❏✉♥❡ ✷✸✱ ✷✵✵✺

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ●❧♦❜❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦s✿ ■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ s❡✈❡r❛❧ ❲❉▼ s②st❡♠s ✇❡r❡
✐♥st❛❧❧❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❛♥❞ t❤❡ ❆t❧❛♥t✐❝ ♦❝❡❛♥s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ■♥t❡r♥❡t tr❛✣❝✱
✭❙♦✉r❝❡✿ ❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t✮✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛❜❧❡s
✭❆❖❈✮✳ ❆❖❈ ❤❛✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥♥❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♣t✐❝❛❧❧②✳
✭❜✮ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞
r❡❝❡✐✈❡r ❝❤✐♣s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✭❙♦✉r❝❡✿ ▲✉①t❡r❛✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❖♣t✐❝❛❧ ❜♦❛r❞✲t♦✲❜♦❛r❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✿ ✭❛✮ ■♥ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡rs✱ ❜❧❛❞❡ s❡r✈❡rs ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ r❛❝❦s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛❝❦♣❧❛♥❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ s❤♦rt✲r❡❛❝❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❜♦❛r❞✲t♦✲❜♦❛r❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts
❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳ ✭❜✮ ❇♦❛r❞✲❜♦❛r❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝❤✐♣✲s❝❛❧❡
tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♠♦❞✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥♦✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♥t❡❞
❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ✭P❈❇✮ ❝❛r❞s ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛❝❦♣❧❛♥❡s ✭❙♦✉r❝❡✿ ■❇▼✮✳

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❖♣t✐❝❛❧ ♦♥✲❝❤✐♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r ❝❤✐♣s
✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ st❛❝❦ ♦❢ ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❡♥ ❧❛②❡rs ♦❢ ♠❡t❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✳ ❚❤❡s❡
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♣r♦♥❡ t♦ ❝r♦sst❛❧❦✳ ✭❜✮ ❋✉t✉r❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
♦♥✲❝❤✐♣ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♠♣r✐s❡ ✸❉ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❧❛②❡rs✳ ✭❙♦✉r❝❡✿ ■❇▼✮✳

❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ✜❜❡rs

❖♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ✜❜❡rs ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛❧❧ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♥❡❛r❧② ❛♥② ♣❛ss✐✈❡ ♦r ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s
t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥
❧♦♥❣✲❤❛✉❧ s②st❡♠s✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❦✐❧♦♠❡tr❡s✳ P♦❧②♠❡r ✜❜❡rs ❛♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❤♦rt✲r❡❛❝❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✱ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦❛r❞✲t♦✲❜♦❛r❞ ❧✐♥❦s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❖♣t✐❝❛❧ s❡♥s✐♥❣✱ ♠❡tr♦❧♦❣②
❛♥❞ ❜✐♦♣❤♦t♦♥✐❝s ❛r❡ ✉♥t❤✐♥❦❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡✲
✈✐❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ✜❜❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ ❜❛✲
s✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ r❡❧❛t❡❞
t❡①t❜♦♦❦s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝s ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣✿

❼ ❇✳ ❊✳ ❆✳ ❙❛❧❡❤✱ ▼✳ ❈✳ ❚❡✐❝❤✱ ✬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✬✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥❀ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫
❙♦♥s✱ ✷✵✵✼✱ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✵✲✹✼✶✲✸✺✽✸✷✲✾

❼ ❑✳ ❖❦❛♠♦t♦✱ ✬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s✬✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❊❧s❡✈✐❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss ✷✵✵✻✱ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✵✲✶✷✲✺✷✺✵✾✻✲✷

❼ ❑✳ ■✐③✉❦❛✱ ✬❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✬✱ ❱♦❧✉♠❡ ■■❀ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✷✱ ■❙❇◆ ✵✹✼✶✹✵✽✶✺✽
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❈❤❛♣t❡r ✷

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✐♥ ♦♣t✐❝s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♠❡❞✐❛✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐✈❡
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳✷
✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✷✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡❞✐❛

✷✳✶✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❬✶✹❪✿

∇ ·D(r, t) = 0 ✭✷✳✶✮

∇×E(r, t) = −∂B(r, t)

∂t
✭✷✳✷✮

∇ ·B(r, t) = 0 ✭✷✳✸✮

∇×H(r, t) =
∂D(r, t)

∂t
✭✷✳✹✮

❚❤❡ ✈❡❝t♦r r = (x, y, z)❚ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ ♦♣t✐❝s✱ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② B ✐s t❤❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H

❜②

B(r, t) = µ0H(r, t)✱ ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ µ0 = 1.25664 × 10−6 V s /(Am) ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

D(r, t) = ǫ0E(r, t)+P(r, t)✱ ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ǫ0 = 8.85419×10−12 As /(Vm) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ P ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

✼



✷✳✶✳✷ ▼♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

Ψ(t) = ❘❡ {Ψ(ω) exp (jωt)} , ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ Ψ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ω = 2πf ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∇ ·D(r, ω) = 0 ✭✷✳✽✮

∇×E(r, ω) = − jωB(r, ω) ✭✷✳✾✮

∇ ·B(r, ω) = 0 ✭✷✳✶✵✮

∇×H(r, ω) = jωD(r, ω), ✭✷✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B(r, ω) = µ0H(r, ω), ✭✷✳✶✷✮

D(r, ω) = ǫ0E(r, ω)+P(r, ω). ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s Ψ̃(ω) ♦❢ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐✲
t✐❡s Ψ(t) r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Ψ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ψ̃(ω) =

+∞
ˆ

−∞

Ψ(t) exp (− jωt) dt ✭✷✳✶✹✮

Ψ(t) =
1

2π

+∞
ˆ

−∞

Ψ̃(ω) exp (jωt) dω ✭✷✳✶✺✮

❋♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ Ψ(t) = ❘❡ {Ψ(ω0) exp (jω0t)} , ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r
❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

Ψ̃(ω) =
1

2
(Ψ(ω0)δ (ω − ω0) + Ψ∗(ω0)δ (ω + ω0)) , ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ δ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①
✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1

2 ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐❢ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ♥♦t
❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①
✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Ψ(ω)✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞

❛s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ Ψ̃(ω) ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❤❛r♠♦♥✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐t② Ψ(t) ✳

✷✳✶✳✸ ❊❧❡tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P(r, t) t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ E(r, t)✳ ■♥ r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❛✉s❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ(r, t)✱ ✇❤❡r❡ χ(r, t < 0) = 0✳ ■♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ χ(r, ω)✱

P(r, t) = ǫ0

ˆ ∞

−∞
χ(r, τ)E(r, t− τ) dτ ✭✷✳✶✼✮

P(r, ω) = ǫ0χ(r, ω)E(r, ω) ✭✷✳✶✽✮

✽



❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱

D(r, ω) = ǫ0E(r, ω)+P (r, ω)

= ǫ0
(
1 + χ(r, ω)

)
E(r, ω) ✭✷✳✶✾✮

= ǫ0ǫr(r, ω)E(r, ω)

= ǫ0n
2(r, ω)E(r, ω).

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

ǫr(r, ω) = 1 + χ(r, ω) = n2(r, ω). ✭✷✳✷✵✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ✈❛r✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ǫr ❛♥❞ n✱

n = n− jni, ǫr = ǫr − j ǫri,
ǫr = n2 − n2

i , ǫri = 2nni,

n2 = 1
2ǫr

(
1 +

√
1 + ǫ2ri/ǫ

2
r

)
, ni = ǫri/(2n),

n ≈ √
ǫr (❢♦r |ǫri| ≪ ǫr) ni ≈ ǫri/(2

√
ǫr ),

n ≈
√
|ǫri|/2 (❢♦r |ǫri| ≫ ǫr) ni ≈ sgn(ǫri)

√
|ǫri|/2 .

✭✷✳✷✶✮

◆♦t❡ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni t♦ ❧♦ss② ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❣❛✐♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣t✐❝s✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐✛❡rs s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ ❛s ❛ s②♥♦♥②♠ ❢♦r ✏❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ♦r ✏❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✑✱ t❤❡r❡❜② ❡♠❜r❛❝✐♥❣
❛❧❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳

✷✳✷ ❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s

✷✳✷✳✶ ❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

❘❡s❤❛♣✐♥❣ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✽ ✕ ✷✳✶✶ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱

∇2E(r, ω) +∇
(∇ǫr(r, ω)
ǫr(r, ω)

·E(r, ω)

)
+ k20ǫr(r, ω)E(r, ω) = 0 ✭✷✳✷✷✮

∇2H(r, ω) +
∇ǫr(r, ω)
ǫr(r, ω)

× (∇×H(r, ω)) + k20ǫr(r, ω)H(r, ω) = 0, ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ k0 = ω/c r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ǫr(r, ω)✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧♦✇ ❢♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✷ ❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛

❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫr(r, ω) ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t|∇ǫr/ǫr| ≪ |nk0| ✭s❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡t✮✱
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ❊qs✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✸✮ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱

✾



∇2E(r, ω) + k20ǫr(r, ω)E(r, ω) = 0 ✭✷✳✷✹✮

∇2H(r, ω) + k20ǫr(r, ω)H(r, ω) = 0 ✭✷✳✷✺✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❊qs✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✸✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✸✮ ❝❛♥ ❡❛❝❤ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
s❝❛❧❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✷✳✷✳✸ P❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛

❋♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ǫr(r, ω) = ǫr(ω) ✐s s❝❛❧❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(r, t) = ❘❡
{
E(r, ω) e jωt

}
= ❘❡

{
E0 e

j(ωt−kr)
}
, ✭✷✳✷✻✮

H(r, t) = ❘❡
{
H(r, ω) e jωt

}
= ❘❡

{
H0 e

j(ωt−kr)
}
, ✭✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❡②s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

k
2 = k20ǫr(ω). ✭✷✳✷✽✮

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ ♣❤❛s❡ ✭✏♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts✑✮ ❛r❡ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ k✳ P❤❛s❡ ❢r♦♥ts tr❛✈❡❧
✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② vp = c/n (ω)✳

❋♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✻✮✱ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✮✱ ✇❡ ✜♥❞

H0 =
1

ωµ0
k×E0, ✭✷✳✷✾✮

E0 = − 1

ωǫ0ǫr
k×H0. ✭✷✳✸✵✮

▼❛①✇❡❧❧✬s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ✭✷✳✸✮ ❧❡❛❞ t♦

k ·E0 = 0 ✭✷✳✸✶✮

k ·H0 = 0. ✭✷✳✸✷✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs (k, E
0
, H

0
) ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ s②st❡♠✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✱

k = k− ❥ki = k0nek ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ek ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❡♥❡r❣② ✢✉①
❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r S ❬✶✹❪✱

❘❡ {S} = ❘❡

{
1

2
E(r, ω)×H⋆(r, ω)

}
=

k

2ωµ0
|E0|

2
e−2kir ✭✷✳✸✹✮

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ k = k0nez ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡❝❛②s ❛s e−αz✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❜②

α = 2k0ni. ✭✷✳✸✺✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✱ ✇❤❡r❡❛s
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ni ❛♥❞ α ♦❝❝✉r ❢♦r ♠❡❞✐❛ t❤❛t s❤♦✇ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛✐♥✳

✶✵



✷✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙❡❧❧✲

♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✸✳✶ ❈❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s

■❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ♣❡♥❡tr❛t❡s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P✳ ■♥
t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ(t)✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ χ(f) ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❊qs✳ ✭✷✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② f = ω/ (2π)✱

χ(f) = χ(f) + jχi(f).

❚❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❛✉s❛❧✱ ✐✳❡✳✱ χ(t < 0) = 0✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ χ(f) ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt tr❛♥s❢♦r♠✱

χ(f) = − 1

π
P
ˆ ∞

−∞

χi(f0)

f0 − f
df0 ✭✷✳✸✻✮

χi(f) =
1

π
P
ˆ ∞

−∞

χ(f0)

f0 − f
df0 ✭✷✳✸✼✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ P
´∞
−∞ . . . df0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣♦❧❡ ❛t f0 = f
s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱

P
ˆ ∞

−∞

χ(f0)

f0 − f
df0 = lim

ǫ→0

(
ˆ f−ǫ

−∞

χ(f0)

f0 − f
df0 +

ˆ ∞

f+ǫ

χ(f0)

f0 − f
df0

)
. ✭✷✳✸✽✮

◆♦t❡ t❤❛t χ(t) ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ χ(f) = χ(−f) ❛♥❞ χi(f) = −χi(−f)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
❊qs✳ ✭✷✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✼✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✿

χ(f) = − 2

π
P
ˆ ∞

0

f0 χi(f0)

f20 − f2
df0 ✭✷✳✸✾✮

χi(f) =
2

π
P
ˆ ∞

0

f χ(f0)

f20 − f2
df0 ✭✷✳✹✵✮

❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♦r t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐s
❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡
✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞✳
❋♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t χ(f), ✐✳❡✳✱ χ(f) = ǫr(f) − 1 = constf ✱ ✇❡ ✜♥❞ χi(f) = ǫri(f) = 0 ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✸✻✮✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s χ(f) = 0 ❛♥❞ ǫr(f) = 1✱ ❊q✳ ✭✷✳✸✼✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥❧❡ss ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤
n 6= 1✦ ❘❡❛❧ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n 6= 1 ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❧♦ss ✭♦r ❣❛✐♥✮ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✱
❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❛❧✇❛②s ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ χ(f) ≈ constf ❛♥❞ χi ≈ 0 ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✳

✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱

✶✶



❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡r ✉♥✐t
✈♦❧✉♠❡✱

P =Np, ✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ E =Exex✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s✲

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▲♦r❡♥t③ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✳ ✭❛✮ ❆♥
❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❛ s❤✐❢t d ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦r✐❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮✳

♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ x✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t p = pxex ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② px = −xe.
❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❜❡②s ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢♦r❝❡s
✭❞r✐✈✐♥❣ ♣❧✉s r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✮ ❡q✉❛❧s ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss me t✐♠❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱

me
❞2x

❞t2
= −eEx −meω

2
rx−meγr

❞x

❞t
, ✭✷✳✹✷✮

✇❤❡r❡ γr ≪ ωr✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Ex = ❘❡ {Ex exp (jωt)}✱
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱

χ(ω) = χ0
ω2
r

ω2
r − ω2 + jωγr

, ✭✷✳✹✸✮

✇❤❡r❡

χ0 =
Ne2

ǫ0meω2
r

. ✭✷✳✹✹✮

❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❤❡♥❝❡ r❡❛❞

χ(ω) =

(
ω2
r − ω2

)
ω2
r

(ω2
r − ω2)

2
+ ω2γ2r

χ0 ✭✷✳✹✺✮

χi(ω) = − ωγrω
2
r

(ω2
r − ω2)

2
+ ω2γ2r

χ0. ✭✷✳✹✻✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✿

❼ ❲❡❧❧ ❜❡❧♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ω ≪ ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χ0 ❛♥❞ χi ≈ 0✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②
❧✐♠✐t✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ❤❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

✶✷



❼ ❲❡❧❧ ❛❜♦✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ω ≫ ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χi ≈ 0✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❤❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈❡s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧✐❦❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡❀ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ✏❢♦❧❧♦✇✑ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❝❤❛♥❣❡s t♦♦ ❢❛st✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♣♣❡❛r tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛t ❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t② ✳

❼ ❘✐❣❤t ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ω = ωr ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ 0 ❛♥❞ χi ≈ Qχ0✱ ✇❤❡r❡ Q = ωr/γr✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s str♦♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳

❊qs✳ ✭✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✻✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥❡❛r ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡
❧✐♥❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✭✷✳✷✮✳ ❋♦r r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
❋✐❣✳ ✭✷✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

χ(ω) =
∑

ν

(
ω2
rν − ω2

)
ω2
r

(ω2
rν − ω2)

2
+ ω2γ2rν

χ0ν , ✭✷✳✹✼✮

χi(ω) = −
∑

ν

ωγrνω
2
rν

(ω2
rν − ω2)

2
+ ω2γ2rν

χ0ν . ✭✷✳✹✽✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ✭❛✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α, ❛♥❞ ✭❜✮ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♥❡❛r
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■♥ r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♠
♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥s✳

✶✸



❊①❛♠♣❧❡✿ ▲❡♥s❡s ❢♦r ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥
❆t ❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ω ≫ ωr✱ ✇❡ ✜♥❞ χ ≈ χi ≈ 0 ❛♥❞ χ < 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡

tr❛♥s♣❛r❡♥t ❢♦r t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛♥❞ ❳✲r❛②s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r✐♦r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛t
❳✲r❛② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛rr❛②s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧❡♥s ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❋✐❣✳ ✭✷✳✹✮✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦r♠❛❧ ♦♣t✐❝s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❞❡s♣✐t❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦
✉♥✐t②✱ ❳✲r❛② ❧❡♥s❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡♥s ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ n < 1 ❢♦r ❳✲r❛②
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❧❡♥s❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❛✈❡ s❤❛♣❡s✳ ✭❙♦✉r❝❡✿ ❆✳ ▲❛st✱ ❑■❚✲■▼❚✮

✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❡❞✐❛

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❡❞✐❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❛♥② ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❤❡♥❝❡ ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② s❡t ωr = 0 ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✷✮✳

✶✹



❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

χ(ω) = −
ω2
p

ω2

1

1 + j γr

ω

≈ −
ω2
p

ω2
✭✷✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ω2
p =

Ne2

ǫ0me
. ✭✷✳✺✵✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❛❣❛✐♥ ❞❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❡❞✐❛✿

❼ ❋♦r ω < ωp ✇❡ ❤❛✈❡ ǫr = 1 − ω2
p/ω2 < 0 ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ n ❛♥❞ k ❛r❡ ♣✉r❡❧②

✐♠❛❣✐♥❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✏❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❜❛♥❞✑✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠❛❣✐♥❛r②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❛✈❡s ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❼ ❋♦r ω > ωp ✇❡ ✜♥❞ ǫr = 1− ω2
p/ω2 > 0 ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ n ❛♥❞ k ❛r❡ ♣✉r❡❧② r❡❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

♠❡t❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❧♦ss❧❡ss ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✱ ❜✉t ❢❡❛t✉r❡s ✉♥✐q✉❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s
❜❛♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥✐❝ ❜❛♥❞✳

❼ ❋♦r ω = ωp ✇❡ ❤❛✈❡ ǫr = 0 ❛♥❞ ❜♦t❤ n ❛♥❞ k ✈❛♥✐s❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❞♦❡s ❤❡♥❝❡
♥♦t tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t❡s❀ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❧❛s♠♦♥✳

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣❧❛s♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s

■❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢❛r ❢r♦♠ ❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱
✇❡ ❤❛✈❡ |ωr − ω| ≫ γr ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

χ(ω) ≈ ω2
r

ω2
r − ω2

χ0 ✭✷✳✺✶✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ χ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡❛❧ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ r❡❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n✳
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ n ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

n2 = 1 +
∑

ν

χ0ν
f2ν

f2ν − f2
= 1 +

∑

ν

χ0ν
λ2

λ2 − λ2ν
✭✷✳✺✷✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts χ0ν❛♥❞ λν❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞
✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦s ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✻❪ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ s❤❡❡ts✳ ❚❤❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛
✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙❡❧❧♠❡✐❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳

✷✳✹ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡❞✐❛

❆♥② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❞✉r✐♥❣
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
♦r ❥✉st ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑✳ ■♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ❡♠❜r❛❝❡s ❛❧❧ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦
❛ s♣r❡❛❞ ✐♥ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ✭♦r ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❤❛s ♦♥ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✸✵❪✳

✶✻



✷✳✹✳✶ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc = ωc/(2π) ❛♥❞ ❛ t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x ❛♥❞ y✱ s♦ ♦♥❧② t❤❡ z−❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s r❡t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✈✐❛ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t β (ω)✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
t❤❡ z−❛①✐s✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ exp (jωct)
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡ A(z, t)✱

a (z, t) = A (z, t) exp (jωct) ✭✷✳✺✸✮

ã (z, ω) = Ã (z, ω − ωc) ✭✷✳✺✹✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛t z = 0✱

a (0, t) = A (0, t) exp (jωct) ✭✷✳✺✺✮

ã (0, ω) = Ã (0, ω − ωc) . ✭✷✳✺✻✮

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z ✐s t❤❡♥ ♠♦st ❡❛s✐❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t♦r exp (− jβ(ω)z) ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱

ã (z, ω) =ã (0, ω) exp (− jβ(ω)z) ✭✷✳✺✼✮

✇❤❡r❡

β(ω) =
ω

c
n (ω) ✭✷✳✺✽✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ z−❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❋♦✉r✐❡r✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ❛♥② z > 0 ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠

ã (z, ω) = ã (0, ω) exp (− jβ(ω)z)

= Ã (0, ω − ωc) exp (− jβ(ω)z) ✭✷✳✺✾✮

✶✼



❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

a (z, t) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
Ã (0, ω − ωc) exp (− jβ(ω)z) exp (jωt) dω. ✭✷✳✻✵✮

❋♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐❛✳

✷✳✹✳✷ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②

❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣❛♥❞ β(ω) ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s
❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✱

β(ω) ≈ β(0)
c + (ω − ωc)β

(1)
c +

(ω − ωc)
2

2!
β(2)
c +

(ω − ωc)
3

3!
β(3)
c + . . . , ✭✷✳✻✶✮

✇❤❡r❡

β(i)
c =

diβ(ω)

dωi

∣∣∣∣∣
ω=ωc

. ✭✷✳✻✷✮

❘❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s β
(0)
c ❛♥❞ β

(1)
c ✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✻✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

a (z, t) = A
(
0, t− β(1)

c z
)
exp

(
j
(
ωt− β(0)

c z
))

. ✭✷✳✻✸✮

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t✐♠❡✲s❤✐❢t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧
❝❛rr✐❡r✱ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧

❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ❜② tg = β
(1)
c z❀ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ β

(0)
c z✳ ✭❋✐❣✉r❡

❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

β(0)
c z = ωc

z

vp
, vp =

ωc

β
(0)
c

, β(0)
c =

ωc

c
n (ωc) , ✭✷✳✻✹✮

✇❤❡r❡ vp ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ tr❛✈❡❧s ❛t t❤❡ ❣r♦✉♣
✈❡❧♦❝✐t② vg✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② tg ✱

tg =
z

vg
= β(1)

c z , vg =
1

β
(1)
c

=
c

ng
. ✭✷✳✻✺✮

❚❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ng ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λc✮ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ng (ωc) = n (ωc) + ωc
dn(ω)

dω

∣∣∣∣
ω=ωc

, ✭✷✳✻✻✮

ng (λc) = n (λc)− λc
dn(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=λc

. ✭✷✳✻✼✮

✶✽



✷✳✹✳✸ ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✻✸✮ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■❢ ❛♥② β
(i)
c 6= 0 ❢♦r i ≥ 2✱ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡

s✐❣♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥

r❡❧❛t❡❞ t♦ β
(2)
c ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s♣r❡❛❞ ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ❝❡♥t❡r❡❞

❛t ωc ❛♥❞ ωc +∆ωc ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

△tg =
dtg(ω)

dω

∣∣∣∣
ω=ωc

×∆ωc = β(2)
c ∆ωc z ✭✷✳✻✽✮

■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Mf ✱ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②
s♣r❡❛❞ △tg ♦❢ t✇♦ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ∆fc = ∆ωc/(2π)

△tg
z

=Mf ∆fc , Mf =
2π

c

dng(ω)

dω
= 2πβ(2)

c . ✭✷✳✻✾✮

❋♦r s❤♦rt ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Mf ✭✉♥✐t✿ s/(♠❍③)✮ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣✉❧s❡✲
t✐♠❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♣❡r ✉♥✐t ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ♦❢ t✇♦ s♣❡❝tr❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ λc ❛♥❞ λc +∆λc ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

△tg
z

=Mλ∆λc . ✭✷✳✼✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❊q✳ ✭✷✳✻✼✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Mλ =
1

c

dng(λ)

dλ
= −2πc

λ2
Mf . ✭✷✳✼✶✮

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Mλ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♣s/(❦♠♥♠)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♣
❞❡❧❛② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣s✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❦♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♠✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ Mλ✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦r♠❛❧

✭β
(2)
c > 0✱ Mf > 0✱ Mλ < 0✮ ♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ✭β

(2)
c < 0✱ Mf < 0✱ Mλ > 0✮ ✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n
❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ng✳ ❆t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ✭λ0 ≈ 1.3µ♠ ❢♦r ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✮✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ng r❡❛❝❤❡s
❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

✷✳✹✳✹ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❉✐s♣❡rs✐✈❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆t z = 0✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

a (0, t) = Ao exp

(
− t2

2σ2
t

)
exp (jωct) ✭✷✳✼✷✮

ã (0, t) = Ao

√
2πσ2

t exp

(
−σ

2
t (ω − ωc)

2

2

)
✭✷✳✼✸✮

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣r♦❞✉❝t ❛ss✉♠❡s
❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t z = 0✱

σω = 2πσf =
1

σt
; σtσω = 1. ✭✷✳✼✹✮

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n✱ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ng✱ ❛♥❞
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Mλ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢
λ0 ≈ 1.3µ♠ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳ ❆t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1.55µ♠✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❛♠♦✉♥ts t♦ Mλ ≈ 22 ♣s

❦♠ ♥♠
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡ts✱ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣r♦❞✉❝t✱

σt (z) =

√√√√
σ2
t (0) +

(
β
(2)
c z

)2

σ2
t (0)

, ✭✷✳✼✺✮

σω (z) = σω (0) , ✭✷✳✼✻✮

σt (z)σω (z) =

√√√√
1 +

(
β
(2)
c z

)2

σ4
t (0)

. ✭✷✳✼✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ β
(2)
c ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣✉❧s❡

❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❋♦r ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✉♣

✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ β
(2)
c > 0 ❛♥❞ Mλ < 0✱ ✐✳❡✳ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛

s♠❛❧❧❡r ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ✜rst ✭❛t s♠❛❧❧❡r t✐♠❡s✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ✇✐❧❧

❤❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛r r❡❞✲s❤✐❢t❡❞✳ ❋♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ●❱❉✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ β
(2)
c < 0 ❛♥❞ Mλ > 0✱ ✐✳❡✳ ❧♦♥❣❡r

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❧❛st ✭❛t ❜✐❣❣❡r t✐♠❡s✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠♣✉❧s❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✲ ♦r ❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞ ✭❘✱ ❇✮✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✸

❙❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ st❡♣✲✐♥❞❡① s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n1 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
n2✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❛②✲♦♣t✐❝s
♣✐❝t✉r❡✿ ▲✐❣❤t r❛②s ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✮ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ t♦t❛❧
✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
❝♦rr❡❝t✱ ❜✉t t✉r♥s ♦✉t ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞②
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
❡①✐st✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❜♦t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳
■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ✜rst st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②
❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

✸✳✶ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛♥❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❞✐❛ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s n1 ❛♥❞ n2✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜♦t❤ ♠❡❞✐❛ t♦ ❜❡ ❧♦ss❧❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡❛❧✳ ❆s ❛♥ ❛♥s❛t③✱ ✇❡
✉s❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✿

❼ ■♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶ ✭x < 0✮✿

E✐ (r) = E1 exp (− jk1 · r) , k1 =



k1x
0
k1z


 = n1k0




cos (ϑ1)
0

sin (ϑ1)


 ✭✸✳✶✮

H✐ (r) =
1

ωµ0
k1 ×E1 exp (− jk1·r)

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ♦❢
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n1 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐❣❤t ✏r❛②s✑ t❤❛t ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡② ❤✐t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ Θ̄ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡s❡ r❛②s ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❯s✐♥❣ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❛✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❜♦t❤ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❣❧❡s
♦❢ Θ̄✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

❼ ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✷ ✭x > 0✮✿

Et (r) = E2 exp (− jk2 · r) , k2 =



k2x
0
k2z


 = n2k0




cos (ϑ2)
0

sin (ϑ2)


 ✭✸✳✷✮

Ht (r) =
1

ωµ0
k2 ×E2 exp (− jk2·r)

❼ ❘❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶ ✭x < 0✮✿

Er (r) = E3 exp (− jk3 · r) , k3 =



k3x
0
k3z


 = n3k0




− cos (ϑ3)
0

sin (ϑ3)


 ✭✸✳✸✮

Hr (r) =
1

ωµ0
k3 ×E3 exp (− jk3·r)

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts (r) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts D ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t✐❡s B ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✾✮ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✱

D✐✱r = ǫ0n
2
1E✐✱r ✭✸✳✹✮

Dt = ǫ0n
2
2Et ✭✸✳✺✮

B✐✱r✱t = µ0H✐✱r✱t ✭✸✳✻✮

❚❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ❢✉❧✜❧❧s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭x < 0✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢
s♣❛❝❡ ✭x > 0✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❛t✐s❢② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t x = 0✿

✷✸



❼ ◆♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ D ❛♥❞ B ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✿

(
n21E✐ + n2

1Er − n2
2Et

)
· n = 0 ✭✸✳✼✮

(k1 ×E✐ + k3 ×Er − k2 ×Et) · n = 0 ✭✸✳✽✮

❼ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ E ❛♥❞ H ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✿

(E✐ +Er −Et)× n = 0 ✭✸✳✾✮

(k1 ×E✐ + k3 ×Er − k2 ×Et)× n = 0 ✭✸✳✶✵✮

■♥ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ n r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✸✳✼✮ ✲ ✭✸✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✱ r❡✢❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs k1✱ k2✱
❛♥❞ k3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉❧✜❧❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ✭x < 0✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ s♣❛❝❡ ✭x > 0✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t x = 0. ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② n r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r
t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ❛t x = 0.

✸✳✶✳✶ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇ ❛♥❞ ❧❛✇ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✸✳✼✮ t♦ ✭✸✳✶✵✮ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
(y, z)✲♣❧❛♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ (y, z)✲♣❧❛♥❡ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱

k1y = k2y = k3y = 0, ✭✸✳✶✶✮

k1z = k2z = k3z. ✭✸✳✶✷✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✱

ϑ1 = ϑ3, ✭✸✳✶✸✮

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ (y, z)✲♣❧❛♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ (y, z)✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ✭❤❡r❡✿
kz✮ ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱
|k1| = n1k0✱ |k2| = n2k0✱ ❛♥❞ |k3| = n3k0✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❊qs✳ ✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✹✮✳

❛♥❞ t♦ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡✱

n1 sin (ϑ1) = n2 sin (ϑ2) . ✭✸✳✶✹✮

❋♦r ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛✇s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳

✸✳✶✳✷ ❚❊✲ ❛♥❞ ❚▼✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❋♦r ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡ ✭❚❊✲✇❛✈❡✮✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✐ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H✐ ✐s
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐t✱

E✐ =




0
E✐y

0


 , H✐ =



H✐x

0
H✐z


 , ✭✸✳✶✺✮

❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡✱

Er =




0
Ery

0


 , H✐ =



Hrx

0
Hrz


 , ✭✸✳✶✻✮

Et =




0
Ety

0


 , H✐ =



Htx

0
Htz


 . ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t x = 0
❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❊✲✇❛✈❡ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❍✲✇❛✈❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r s✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭●❡r♠❛♥✿ s❡♥❦r❡❝❤t✮ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✭❛✮ ❚r❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝✱ ❛♥❞ ✭❜✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ (x, z)✲
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤❡ (y, z)✲♣❧❛♥❡✳ ❆♥② ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❊ ❛♥❞ ❛ ❚▼ ✇❛✈❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ✭❚▼✲✇❛✈❡✮ ❤❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H✐ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✐ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐t✳

H✐ =




0
H✐y

0


 , E✐ =



E✐x

0
E✐z


 , ✭✸✳✶✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

Hr =




0
H✐y

0


 , Er =



Erx

0
Erz


 , ✭✸✳✶✾✮

Ht =




0
Hty

0


 , Et =



Etx

0
Etz


 . ✭✸✳✷✵✮

❚▼✲✇❛✈❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊✲✇❛✈❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ Ez✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦r ♣✲
♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆♥②
❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❊ ❛♥❞ ❛ ❚▼ ✇❛✈❡✳

✸✳✶✳✸ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ D✲✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❊q✳ ✭✸✳✼✮✱ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥s❛t③✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
B✲✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❊q✳ ✭✸✳✽✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇✱ ❊q✳ ✭✸✳✶✹✮✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡
t❛♥❣❡♥t✐❛❧ E✲✜❡❧❞✱ ❊q✳ ✭✸✳✾✮✱

E1y + E3y = E2y. ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ H✲✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦

cosϑ1E1y − cosϑ1E3y = cosϑ2E2y. ✭✸✳✷✷✮

✷✻



❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞✱

R❚❊ =
E✸y
E1y

=
k1x − k2x
k1x + k2x

=
n1 cosϑ1 − n2 cosϑ2
n1 cosϑ1 + n2 cosϑ2

✭✸✳✷✸✮

T❚❊ =
E✷y
E1y

= 1 +R❚❊ =
2k1x

k1x + k2x
=

2n1 cosϑ1
n1 cosϑ1 + n2 cosϑ2

✭✸✳✷✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❚▼✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱

R❚▼ =
H✸y

H1y
=
n22k1x − n2

1k2x
n22k1x + n2

1k2x
=
n2 cosϑ1 − n1 cosϑ2
n2 cosϑ1 + n1 cosϑ2

✭✸✳✷✺✮

T❚▼ =
H2y

H1y
= 1 +R❚▼ =

2n2
2k1x

n2
2k1x + n2

1k2x
=

2n1 cosϑ1
n2 cosϑ1 + n1 cosϑ2

✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ρ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❜②

ρ❚❊ = |R❚❊|2 ✭✸✳✷✼✮

ρ❚▼ = |R❚▼|2 ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦rs τ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ❧♦ss❧❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ρ+ τ = 1✱

τ❚❊ = 1− ρ❚❊ ✭✸✳✷✾✮

τ❚▼ = 1− ρ❚▼ ✭✸✳✸✵✮

◆♦t❡ t❤❛t τ❚❊ 6= |T❚❊|2 ✭τ❚▼ 6= |T❚▼|2✮ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭♠❛❣♥❡t✐❝✮ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢✉① ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❋♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r ✭n1 = 1✮ ❛♥❞ ●❛❆s ✭n2 = 3.6✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ϑ✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺✳ ❋♦r ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t✐♦♥
✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭ϑ = 0✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ϑ✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❚▼✲
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡ ϑ1❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

tanϑ1❇ =
n2

n1
. ✭✸✳✸✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ϑ1 = ϑ1❇✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭r❡❢r❛❝t❡❞✮ ✇❛✈❡ ✐s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡✳

✸✳✶✳✹ ❚♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇✱ ϑ2 > ϑ1 ✐❢ n1 > n2✱ ❛♥❞ ϑ2 = π/2 ✐❢ ϑ1 = ϑ1❚✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
ϑ1❚ ❢♦r t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

sinϑ1❚ =
n2

n1
✭✸✳✸✷✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ϑ1 > ϑ1❚✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs✱

k2z = k1z = n1k0 sinϑ1 > n2k0, ✭✸✳✸✸✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❙✐♥❝❡ k22x + k22z = n2
2k

2
0✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k2x ♠✉st ❜❡ ♣✉r❡❧②

✐♠❛❣✐♥❛r②✱

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ϑ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r ✭n1 = 1✮ ❛♥❞ ●❛❆s ✭n2 = 3.6✮✳ ❋♦r ❚▼✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡ ϑ1❇✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

k22x = n2
2k

2
0 − k22z < 0 ✭✸✳✸✹✮

k2x = ± j k0

√
n2
1 sin

2 ϑ1 − n2
2 = ± j k

(✐)
2x ✭✸✳✸✺✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✏tr❛♥s♠✐tt❡❞✑ ✜❡❧❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✭✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱

Et = E2 exp (− jk2 · r) = E2 exp (− j k2zz) exp
(
−k(✐)2xx

)
. ✭✸✳✸✻✮

❚❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
✐✳❡✳✱ ♥♦ ♣♦✇❡r ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ P♦②♥t✲
✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛r❡
❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ✉♥✐t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋♦r ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞

R❚❊ =
E✸y
E✶y

=
k1x + j k

(✐)
2x

k1x − j k
(✐)
2x

= exp (jϕ❚❊) , ✭✸✳✸✼✮

ϕ❚❊ = 2arctan

(
k
(✐)
2x

k1x

)
= 2arctan




√
n2
1 sin

2 ϑ1 − n2
2

n1 cosϑ1


 , ✭✸✳✸✽✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❚▼ ❝❛s❡✿

R❚▼ =
H3y

H✶y
=
n22k1x + jn2

1k
(✐)
2x

n22k1x − jn2
1k

(✐)
2x

= exp (jϕ❚▼) ✭✸✳✸✾✮

ϕ❚▼ = 2arctan

(
n2
1

n2
2

k
(✐)
2x

k1x

)
= 2arctan


n

2
1

n2
2

√
n21 sin

2 ϑ1 − n2
2

n1 cosϑ1


 ✭✸✳✹✵✮

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ϑ1 ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ϑ1❚✱ t❤❡♥ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t kz
♦❢ t❤❡ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦rs ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r k2 ✐♥ r❡❣✐♦♥ 2✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② k2z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ x−❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤♦s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥✱

R♣ = exp (jϕp) ✭✸✳✹✶✮

ϕ♣ = 2arctan


σ♣

√
n21 sin

2 ϑ1 − n2
2

n1 cosϑ1


 ✭✸✳✹✷✮

σ♣ =

{
1

n2
1/n

2
2

❢♦r ♣❂❚❊

❢♦r ♣❂❚▼
✭✸✳✹✸✮

❚♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳

✸✳✷ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s

✸✳✷✳✶ ❲❛✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛t ❛ ♣❧❛♥❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s✉❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✱ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✐❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ϑ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ϑ1❚ ❢♦r
t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✸✳✸✷✮✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤
❛r❜✐tr❛r② ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ϑ > ϑ1❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥❀ ♦♥❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤✐s✱ ✇❡ ♠✉st r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ r❛②s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✽ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❛♥❞ ❉ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ r❛② ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ❆ t♦ ♣♦✐♥t ❇ ❞♦❡s ♥♦t
✉♥❞❡r❣♦ ❛♥② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦♥❣❡r r❛② ❢r♦♠ ❈ t♦ ❉ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ t✇✐❝❡✳ ❆ ❛♥❞ ❈ ❧✐❡ ♦♥ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❇ ❛♥❞ ❉✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣
❆❇ ❛♥❞ ❈❉ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 2π✱

−n1k0❆❇ = −n1k0❈❉+ 2ϕ♣ +m 2π, m ∈ N ✭✸✳✹✹✮

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❋✐❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t x = 0✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❛
st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ❞❡❝❛② ❢♦r x > 0✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ϕp ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n1 ❛♥❞ n2 ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ϑ1✳

❋r♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❆❇ = (h tanϑ− h/ tanϑ) sinϑ ❛♥❞ ❈❉ = h/ cosϑ✱
❛♥❞ ❊q✳ ✭✸✳✹✹✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦

2hn1k0 cosϑ = 2ϕ♣ +m 2π ✭✸✳✹✺✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ϑ✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✳

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱
t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♣✇❛r❞✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s ✭✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✮✱ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ✭❛✮✳ ❆
✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ♠✉st
r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐ts❡❧❢ ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤✐❝❦♥❡ss t✇✐❝❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ✭❜✮✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡
❝❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥
❚❊✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 2π✱

−2k1xh+ 2ϕ❚❊ = −m · 2π, m ∈ N0 ✭✸✳✹✻✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✳ ✭✸✳✹✺✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts β = k1z = k2z ♦♥❧②✳ ❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥✱ ❛
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐✜② ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❘❛②s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ ❊❛❝❤ r❛②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✱
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❛② ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ❆ t♦ ♣♦✐♥t ❇ ❞♦❡s ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥② r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦♥❣❡r
r❛② ❢r♦♠ ❈ t♦ ❉ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ t✇✐❝❡✳ ❆ ❛♥❞ ❈ ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s
t♦ ❇ ❛♥❞ ❉✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❆❇ ❛♥❞ ❈❉ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 2π✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✹✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ✭❛✮ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❋♦r ❛ ❣✉✐❞❡❞ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s
❡✈❛♥❡s❝❡♥t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♣✇❛r❞✲
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳ ✭❜✮ ❆ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇❛✈❡
♣❛tt❡r♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✕ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s✳

✸✶



❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱

u =
h

2
k1x =

h

2

√
n2
1k

2
0 − β2 ✭✸✳✹✼✮

w =
h

2
k
(i)
2x =

h

2

√
β2 − n2

2k
2
0 ✭✸✳✹✽✮

V =
h

2
k0

√
n2
1 − n22 =

h

2
k0AN =

√
u2 + w2 ✭✸✳✹✾✮

AN =
√
n2
1 − n2

2 ✭✸✳✺✵✮

∆ =
n2
1 − n2

2

2n21
≈ n1 − n2

n1
❢♦r n1≈n2 ✭✸✳✺✶✮

B =
β2 − n2

2k
2
0

n2
1k

2
0 − n2

2k
2
0

=
n2e − n22
n21 − n22

=
w2

V 2
, 0 < B < 1 ✭✸✳✺✷✮

■♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦r❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✏tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s P❤❛s❡♥♠❛ÿ✑✮✱
w ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✭✏tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ❉ä♠♣❢✉♥❣s♠❛ÿ✑✮✱ V ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ AN ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛♥❞ ∆ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ne ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
✐♥❞❡① s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡✱

β = nek0, n2 < ne < n1, n2k0 < β < n1k0 ✭✸✳✺✸✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✹✼✮ t♦ ✭✸✳✺✷✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✸✳✹✻✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✸✽✮ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ♠♦❞❡s✱

u tan
(
u−m

π

2

)
=
√
V 2 − u2. ✭✸✳✺✹✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚▼ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱

u tan
(
u−m

π

2

)
=
n2
1

n2
2

√
V 2 − u2 ✭✸✳✺✺✮

❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡s✱

u tan
(
u−m

π

2

)
= σ♣

√
V 2 − u2 ✭✸✳✺✻✮

σ♣ =

{
1

n2
1/n

2
2

❢♦r ♣❂❚❊

❢♦r ♣❂❚▼
✭✸✳✺✼✮

✸✳✷✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✺✹✮✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t u✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ w✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✏str❡t❝❤❡❞✑ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢
t❤❡ t❛♥❣❡♥t✱ u tan

(
u−mπ

2

)
✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✭❡❧❧✐♣s❡✮✱ σ♣

√
V 2 − u2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣✉✐❞❡❞ ❚❊m✲

✭❚▼m✲✮♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ✭s❡♠✐♠✐♥♦r ❛①✐s✮ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✭❡❧❧✐♣s❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s upm ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts βpm ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ✭B✮ ♦♥ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✭V ✮
✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❜✮✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡
❞✐❛❣r❛♠s✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥✿

❼ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r V ✱ t❤❡ ❧❡ss ♠♦❞❡s ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡s ✭m = 0✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♣♦ss✐❜❧❡ β, B ✭t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ u✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m✳

✸✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ❛♥❞ ❚▼ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛ s❧❛❜
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❣r❛♣❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❊q✳ ✭✸✳✺✹✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t u✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✏str❡t❝❤❡❞✑
❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✭❡❧❧✐♣s❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣✉✐❞❡❞ ❚❊m✲✭❚▼m✲✮♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡
s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ✭s❡♠✐♠✐♥♦r ❛①✐s✮ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✭❡❧❧✐♣s❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② V ✳ ✭❜✮ ✭❜✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ B (V ) ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲
❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭✇❡❛❦ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ∆ ≪ 1✮✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ❚❊m✲ ❛♥❞ ❚▼m✲♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❍m ❛♥❞ ❊m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧✱ ❚❊✲ ❛♥❞ ❚▼✲♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ✈✐rt✉❛❧❧②
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳

❼ ❋♦r V < π
2 ✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❣✉✐❞❡❞ ❚❊ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣✉✐❞❡❞ ❚▼ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞

s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡❞✳

❼ ❚❊m✲♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❛❧✇❛②s ❛ ❧❛r❣❡r β, B ✭s♠❛❧❧❡r u✮ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚▼m✲♠♦❞❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r m✳ ❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ rTE > rTM ❤♦❧❞s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❚❊m✲♠♦❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s
✏♠♦r❡ ❝♦♥✜♥❡❞✑ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚▼m✲♠♦❞❡✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛ ❚❊m✲♠♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ k1 t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❚▼m ❝❛s❡✳

❼ ■♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s✉♣♣♦rts ❛❧✇❛②s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣✉✐❞❡❞ ❚❊✲ ❛♥❞ ♦♥❡
❣✉✐❞❡❞ ❚▼✲♠♦❞❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❧♦✇ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠✐❣❤t ❜❡✱
✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦✇❡r ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✿ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✱ t❤❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❡①t❡♥❞ ✐♥t♦ t❤❡
❝❧❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥❞❡① n2 ❜❡❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞❡❞ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳

❼ ❋♦r ✇❡❛❦ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ∆ ≪ 1✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥s✱ σ❚▼ ≈ σ❚❊ = 1✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❚▼m✲❛♥❞ ❚❊m✲♠♦❞❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ ✈✐rt✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ β✳ ▲♦✇✲✐♥❞❡①
❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥② ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳

❋✐❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✭m = 1 . . . 3✮ ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✾ ✭❜✮✳

✸✸



✸✳✸ ▼♦❞❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♥s❛t③ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ ❛ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✶ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❧✐❣❤t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡
✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

n (r) = n (x, y) . ✭✸✳✺✽✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❧♦ss❧❡ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ ■♠ {n} = 0 t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
♠❡❞✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❆ ❧♦ss❧❡ss ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s❡t
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ s❤❛♣❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ③✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❧♦ss❧❡ss ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣♦ss❡ss❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r tr❛♥s✈❡rs❡ s❤❛♣❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

E(r, t) = E(x, y) exp (j (ωt− βz)) , ✭✸✳✺✾✮

H(r, t) = H(x, y) exp (j (ωt− βz)) , ✭✸✳✻✵✮

β = nek0,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s E(x, y) ❛♥❞ H(x, y) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s
✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡✱ β ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ne ✐s t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ✏s❡❡♥✑
❜② t❤❡ ✇❛✈❡✳ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ✭r❡❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne✮ ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ n1k0✱ ✇❤❡r❡ n1 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

|β| < n1k0 ❢♦r β ∈ R ✭✸✳✻✶✮

✸✹



❋♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣✉✐❞❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ✐s r❡❛❧ ✭♦r ❤❛s ❛t ❧❡❛st ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t
r❡❛❧ ♣❛rt✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳✱

Em(x, y) → 0 ❢♦r
(
x2 + y2

)
→ ∞ ✭✸✳✻✷✮

Hm(x, y) → 0 ❢♦r
(
x2 + y2

)
→ ∞ ✭✸✳✻✸✮

●✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s tr❛♥s♣♦rt ♦♣t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ t❤❡ ♠♦❞❡
✜❡❧❞s ❞❡❝❛② ❡✈❛♥❡s❝❡♥t❧② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❢♦r♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t❀ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

n2k0 < |β| < n1k0, ✭✸✳✻✹✮

✇❤❡r❡ n2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡②

tr❛♥s♣♦rt ♣♦✇❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❢♦r♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s❡ts ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts

|β| < n2k0 ❢♦r β ∈ R ✭✸✳✻✺✮

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s s❤♦✇ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r
❣❡♥❡r❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡rs ❝❛♥
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❡①t❡♥❞ t♦
✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✜t ✐♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥
❢♦r s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s s✉❝❤ ❛s s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❋♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✷✼❪✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s
t❤❛t ❡✈❡r② ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ E(r)✱ H(r) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s

E(r) =
∑

m

amEm(x, y) exp (− jβmz) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ) Eρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ ✭✸✳✻✻✮

H(r) =
∑

m

amHm(x, y) exp (− jβmz) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ)Hρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ ✭✸✳✻✼✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳

✸✳✸✳✷ ●✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③✱ ❊qs✳ ✭✸✳✺✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✵✮ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✷✳✶✮ ✲ ✭✷✳✹✮✱ ✇❡
✜♥❞

∂Ez

∂y
+ jβEy = − jωµ0Hx

−∂Ez

∂x
− jβEx = − jωµ0Hy ✭✸✳✻✽✮

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= − jωµ0Hz

❛♥❞

∂Hz

∂y
+ jβHy = jωǫ0n

2Ex

−∂Hz

∂x
− jβHx = jωǫ0n

2Ey ✭✸✳✻✾✮

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= jωǫ0n

2Ez

✸✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❝♦r❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n1✱ s✉❜str❛t❡ ✐♥❞❡① n2✱ ❛♥❞
❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥❞❡① n3✿ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞
✐♥ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮

❙❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❋✐❣✳ ✸✳✶✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

jβEy = − jωµ0Hx

−∂Ez

∂x
− jβEx = − jωµ0Hy ✭✸✳✼✵✮

∂Ey

∂x
= − jωµ0Hz

❛♥❞

jβHy = jωǫ0n
2Ex

−∂Hz

∂x
− jβHx = jωǫ0n

2Ey ✭✸✳✼✶✮

∂Hy

∂x
= jωǫ0n

2Ez

❲❡ ♠❛② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❊✲♠♦❞❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣r✐s❡ ♥♦♥③❡r♦ Ey, Hx, Hz ♠♦❞❡s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r s❡t ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞
❚▼✲♠♦❞❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Hy, Ex, Ez ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡r✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❚❊ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

❋♦r t❤❡ ❚❊ ♠♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ Ey✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

∂2Ey (x)

∂x2
+
(
ω2µ0ǫ0n

2 (x)− β2
)
Ey (x) = 0. ✭✸✳✼✷✮

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Ey (x) =





A cos (k1xx− ϕ) ❢♦r − a ≤ x ≤ a

A cos (−k1xa− ϕ) exp
(
k
(i)
2x (x+ a)

)
❢♦r x < −a

A cos (k1xa− ϕ) exp
(
−k(i)3x (x− a)

)
❢♦r x > a

, ✭✸✳✼✸✮

✸✻



✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧✜❧❧s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r x 6= ±a ✐❢

k1x =
√
n2
1k

2
0 − β2, ✭✸✳✼✹✮

k
(i)
2x =

√
β2 − n2

2k
2
0, ✭✸✳✼✺✮

k
(i)
3x =

√
β2 − n2

3k
2
0. ✭✸✳✼✻✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Ey ❛♥❞ H
x
❛t x = ±a ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥s❛t③✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st

❢✉❧❧✜❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❯s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✼✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✸✮✱ ✇❡ ✜♥❞

Hz (x) =
j

ωµ0





−k1xA sin (k1xx− ϕ) ❢♦r − a ≤ x ≤ a

k
(i)
2x A cos (−k1xa− ϕ) exp

(
k
(i)
2x (x+ a)

)
❢♦r x < −a

−k(i)3x A cos (k1xa− ϕ) exp
(
−k(i)3x (x− a)

)
❢♦r x > a

✭✸✳✼✼✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Hz ❛t x = ±a ♥♦✇ ②✐❡❧❞s ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
β ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ϕ✱

tan (u+ ϕ) =
w

u
✭✸✳✼✽✮

tan (u− ϕ) =
w′

u
✭✸✳✼✾✮

✇❤❡r❡

u = k1xa = a
√
n2
1k

2
0 − β2, ✭✸✳✽✵✮

w = k
(i)
2xa = a

√
β2 − n2

2k
2
0, ✭✸✳✽✶✮

w′ = k
(i)
3xa = a

√
β2 − n2

3k
2
0. ✭✸✳✽✷✮

❊qs✳ ✭✸✳✼✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

u+ ϕ = arctan
(w
u

)
+m1π, ✭✸✳✽✸✮

u− ϕ = arctan

(
w′

u

)
+m2π, ✭✸✳✽✹✮

✇❤❡r❡ m1 ❛♥❞ m2 ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦r❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t u ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ϕ ♦♥❝❡ u ✐s ❦♥♦✇♥✱

u =
1

2
arctan

(w
u

)
+

1

2
arctan

(
w′

u

)
+
muπ

2
, ✭✸✳✽✺✮

ϕ =
1

2
arctan

(w
u

)
− 1

2
arctan

(
w′

u

)
+
mϕπ

2
, ✭✸✳✽✻✮

✇❤❡r❡ mu = m1 +m2 ❛♥❞ mϕ = m1 −m2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ mϕ = 2m1 −mu✳ ❍❡♥❝❡✱ mϕ ✐s
❡✈❡♥ ✐❢ mu ✐s ❡✈❡♥✱ ❛♥❞ mϕ ✐s ♦❞❞ ✐❢ mu ✐s ♦❞❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✈❛❧✉❡s ♦❢
ϕ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ π ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❡✈❡♥ mu✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ mϕ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❞❞
mu✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ mϕ ❛r❡ ♦❞❞ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡✳ ❲❡ ♠❛② r❡✇r✐t❡ ❊qs✳ ✭✸✳✽✺✮ ❛♥❞
✭✸✳✽✻✮ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✐t② m ✐♥st❡❛❞ ♦❢ mu ❛♥❞ mϕ✱

u =
1

2
arctan

(w
u

)
+

1

2
arctan

(
w′

u

)
+
mπ

2
, ✭✸✳✽✼✮

ϕ =
1

2
arctan

(w
u

)
− 1

2
arctan

(
w′

u

)
+
mπ

2
. ✭✸✳✽✽✮

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ✭❛✮ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❚❊✲♠♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✾✷✮✳
✭❜✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝✉t♦✛ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭γ = 0✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❝✉t♦✛
❢r❡q✉❡♥❝② ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬✷✺❪✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B✱ ✇❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❤❡r❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s②♠♠❡tr②✱

V = ak0

√
n2
1 − n2

2 ✭✸✳✽✾✮

γ =
n22 − n2

3

n21 − n2
2

✭✸✳✾✵✮

B =
β2 − n2

2k
2
0

n21k
2
0 − n2

2k
2
0

=
n2
e − n2

2

n2
1 − n2

2

✭✸✳✾✶✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✲st❛t❡❞ ❛s

V
√
1−B − 1

2
arctan

(√
B

1−B

)
− 1

2
arctan

(√
γ +B

1−B

)
− mπ

2
︸ ︷︷ ︸

f(B)

= 0 ✭✸✳✾✷✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ f (B) ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs V ✱ γ✱ ❛♥❞ m✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✭❛✮✳ ❖♥❝❡ B ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✇❡
❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ k1x ❛♥❞ ϕ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✸✮✳ ❋♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ γ = 0✱
❛♥❞ ❊q✳ ✭✸✳✾✷✮ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❊q✳ ✭✸✳✺✹✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✭❜✮✳ ❋♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✭γ = 0✮ ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥② ♠♦r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ t❤❛t✱ ❛ ❧♦✇❡r ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❚▼ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

❋♦r t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

n2 (x)
∂

∂x

(
1

n2 (x)

∂

∂x
Hy (x)

)
+
(
ω2µ0ǫ0n

2 (x)− β2
)
Hy (x) = 0 ✭✸✳✾✸✮

❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❚❊ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦r❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛ ❣✉✐❞❡❞ ❚▼ ♠♦❞❡✱

u =
1

2
arctan

(
n21
n22

w

u

)
+

1

2
arctan

(
n2
1

n2
2

w′

u

)
+
mπ

2
. ✭✸✳✾✹✮

✸✽



❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✸✳✽✾✮✱ ✭✸✳✾✵✮✱
❛♥❞ ✭✸✳✾✶✮✱

V
√
1−B − 1

2
arctan

(
n21
n22

√
B

1−B

)
− 1

2
arctan

(
n2
1

n2
3

√
γ +B

1−B

)
− mπ

2
︸ ︷︷ ︸

f(B)

= 0 ✭✸✳✾✺✮

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B✳ ❋♦r
γ = 0✱ ❊q✳ ✭✸✳✾✺✮ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❊q✳ ✭✸✳✺✺✮✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❋♦r ❛ str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭n1 = 3.38, n2 = 3.17, n3 = 1✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ V = 4✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❚❊ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳ ❲❤❡♥
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞
r❡♠❛✐♥s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ❢♦r x > a✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛ str♦♥❣❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭n1 = 3.38, n2 =
3.17, n3 = 1✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ V = 4✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡tr❛t❡s ♠✉❝❤ ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡
❤✐❣❤✲✐♥❞❡① s✉❜str❛t❡ ✭x < −a✮ t❤❛♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✐r ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✭x > a✮✳
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮

✸✳✸✳✸ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❲❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
❆ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳

❆ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s s❤♦✇ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ■❢✱ ❢♦r ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
n2 ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n3 ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r ♠❛t❡r✐❛❧✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉❜str❛t❡
♠♦❞❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r r❡❣✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
s✉❜str❛t❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ♦❜❡②s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

n3k0 < |β| < n2k0. ✭✸✳✾✻✮

❋♦r s♠❛❧❧❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦✈❡r ♠♦❞❡s ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r
✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱

|β| < n3k0 ✭✸✳✾✼✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧♦ss❧❡ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t β✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡② ❞❡❝❛② ❡✈❛♥❡s✲
❝❡♥t❧②✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ✈❛r② r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts

n3k0 < kx <∞ ✭✸✳✾✽✮

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t
♦❢ ❛s ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s s❤♦✇ ❛♥
♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✳

❙✉❝❤ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ s✉❜✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥ts β ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳

✸✳✹ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❆s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❛♥② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦
❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ s✐❣♥❛❧s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s
❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✷✳ ❆s ❛❧❧✉❞❡❞ t♦
❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜r❛❝❡s ❛❧❧ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞
t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✭♦r ❛ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② s♣r❡❛❞✮ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳
❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✑ ♦r ✏❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮✑✳

✸✳✹✳✶ ●r♦✉♣ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛②

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧
❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❢♦r ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✿ ❋✐rst✱ ❛❧❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✭♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m✮✱ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t♦r exp (− jβm(ω)z)✳
❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ βm(ω) ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞
t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② βm (ωc) z✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
βm ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne ❜②

β (ωc) =
ωc

c
ne (ωc) , ✭✸✳✾✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②
tg ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② vg ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① neg✱

tg =
z

vg
= β(1)

m (ωc) z , vg =
1

β
(1)
m (ωc)

=
c

neg
. ✭✸✳✶✵✵✮

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① neg ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λc✮ ❛♥❞

✹✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❘❛② ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✿ ✭❛✮ ●✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡❀ ✭❜✮ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2✮ ♦♥❧② ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r
r❡❣✐♦♥ ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n3 < n2✮❀ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✉❜str❛t❡ ♠♦❞❡s❀ ✭❝✮ ❘❛❞✐✲
❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r r❡❣✐♦♥✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦✈❡r ♠♦❞❡s✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❡s µ = 1 ❛♥❞ µ = 2✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts β ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts
n2k0 < |β| < n1k0✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❢♦r 0 < |β| < n2k0✱
✇❤❡r❡❛s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❝❝✉♣② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✷❪✮

✹✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ■♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❆ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞
✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛t z = 0✱ t❤❡r❡❜② ❡①❝✐t✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠♣✉❧s❡s ❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

neg (ωc) = ne (ωc) + ωc
dne(ω)

dω

∣∣∣∣
ω=ωc

, ✭✸✳✶✵✶✮

neg (λc) = ne (λc)− λc
dne(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=λc

. ✭✸✳✶✵✷✮

❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s β
(ν)
m (ωc) , ν = 2, 3, . . . ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ βm(ω) ❧❡❛❞ t♦ ❝❤r♦✲

♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

✸✳✹✳✷ ■♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✵✵✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡
✭♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m✮✱ ✐✳❡✳✱ s✐❣♥❛❧s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣
❞❡❧❛②s✱

tg,m = β(1)
m (ωc)L ✭✸✳✶✵✸✮

❲❤❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐❣❤t t♦ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
♠♦❞❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❧❧ r❡s♦❧✈❡
✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♣
❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r ♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♠♦❞❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t✇♦ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡s ❝❛♥ st✐❧❧
♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✳ P▼❉
♦❝❝✉rs ❛❧s♦ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧❧② ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✸✿ ❯♥❞❡r r❡❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ✜❜❡rs ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠❛❧❧ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s r❛♥❞♦♠❧② ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✸ ❈❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

■❢✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ st✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❛❧
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐✲
t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❤r♦♠❛t✐❝
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱

△tg
z

= Cλ∆λc +Dλ∆λ
2
c , ✭✸✳✶✵✹✮

Cλ = −2πc

λ2
β(2)
c , ✭✸✳✶✵✺✮

✹✷



✇❤❡r❡ β
(2)
c = β

(2)
m (ωc)✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳

❚❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cλ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♣s/(❦♠♥♠)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♣
❞❡❧❛② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣s✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❦♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♠✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ Dλ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡✳

❋♦r s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❞✐✉♠✬s ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✷✳✹✳ ■♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐ts❡❧❢ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥t✐♠❛t❡❧② ✐♥t❡r❧✐♥❦❡❞✳ ❋♦r ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞✱

tg
L

=
dβ

dω
=

1

c

dβ

dk0
≈





∆ ≪ 1
dV
dk0

≈ V
k0

n1g − n2g

≈ n1 − n2





≈ n2g
c︸︷︷︸

♠❛t❡r✐❛❧

+
n1g − n2g

c

❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②
❢❛❝t♦r︷ ︸︸ ︷
d(V B)

dV︸ ︷︷ ︸
✇❛✈❡❣✉✐❞❡

. ✭✸✳✶✵✻✮

❚❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Cλ =Mλ +Wλ ✭✸✳✶✵✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥tMλ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥tWλ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜②

Mλ =
1

c

dng(λ)

dλ
. ✭✸✳✶✵✽✮

Wλ = −n1g − n2g

cλ
V

d2(V B)

dV 2︸ ︷︷ ︸
❞✐s♣❡rs✐♦♥
❢❛❝t♦r

✭✸✳✶✵✾✮

❊①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ Pr♦❜❧❡♠ ❙❡t✮✿

❈♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ n2 = n3 = 1.45 ❛♥❞ n1 = n2 + δn✿

❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ✶✿ δn = 0.005❀ 2a = 4 µm

❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ✷✿ δn = 0.005× 10❀ 2a = 4 µm /
√
10

❋♦r ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✿

V = ak0AN = ak0

√
n2
1 − n22 ≈ 2πf

c
a
√

2n2δn︸ ︷︷ ︸
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❙✐♥❝❡ γ = 0 ✭s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ♠♦❞❡s✱ ❊q✳ ✭✸✳✾✷✮✱ ②✐❡❧❞s t❤❡
s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B ❢♦r ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ n2

1/n
2
2 ≈ 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡s✱ ❊q✳ ✭✸✳✾✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞✐✛❡r q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾✳ ❇♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✸✳✶✵✼✮✱ ✭✸✳✶✵✽✮✱
❛♥❞ ✭✸✳✶✵✾✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Mλ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r λ < λ0 ≈ 1.3 µm✱ ✇❤❡r❡ λ0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ③❡r♦
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭♥♦r♠❛❧ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r λ > λ0✳ ❚❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ Wλ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
✷✱ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 10 ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✶✳ ❚❤✐s s❤✐❢ts t❤❡

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ■♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❲●✶
❛♥❞ ❲●✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ω tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V = aω

c

√
n21 − n2

2✳ ❇♦t❤
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥Mλ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
✭❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st✱ s♠❛❧❧❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤✮✱ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❆t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ 1.55 µm✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ str♦♥❣❧② ♥❡❣❛t✐✈❡
❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cλ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥
✜❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✷✳

③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1.3 µm t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡②♦♥❞ 2 µm✳
❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ ≈ 1.55 µm, ✇❡ ✜♥❞

Cλ (1.55 µm) ≈
{
18 ♣s

❦♠ ♥♠
❢♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✶

−30 ♣s
❦♠ ♥♠

❢♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✷
.

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛ ♥❡t ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢
③❡r♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱

∆tg = ∆λ (Cλ1L1 + Cλ2L2) = 0 ❢♦r Cλ1L1 + Cλ2L2 = 0.

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡rs✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✷✳

✸✳✺ ▼❡t❛❧✲❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s✲

♠♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐❡❧❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ✐♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦t❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞ ♠❡t❛❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❛t
str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❡①✐st ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥s ✭❙PP✮✱ ♦r✱ ✐♥ s❤♦rt✱
s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❙PP ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ t♦ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❛❧s ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs
✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮✳

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡ ✉❧tr❛❝♦♠♣❛❝t ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ s✉❜✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❞s♦r❜❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧✲❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■t ✐s ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦♠✐s❡s t❤❛t ♣❧❛s♠♦♥✐❝s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❧✐✈❡❧② ✜❡❧❞ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳

✸✳✺✳✶ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♠❡t❛❧s

❋♦r ✐❞❡❛❧ ♠❡t❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✹✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

ǫr = 1−
ω2
p

ω2
✭✸✳✶✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✺✵✮✳ ❋♦r r❡❛❧ ♠❡t❛❧s ❛♥❞
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤
❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
❝♦♠♣❧❡① ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫr ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ǫr = ǫr − ❥ǫri ✭✸✳✶✶✶✮

n = n− ❥ni ✭✸✳✶✶✷✮

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ni ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② κ✳ ❘❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❛❧s ❛♥❞
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵ ❬✺❪✳

✸✳✺✳✷ ▼❡t❛❧✲❝❧❛❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡t❛❧✲❝❧❛❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✐s s❛♥❞✇✐❝❤❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❡t❛❧ t♦♣ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❧♦✇❡r ❝❧❛❞❞✐♥❣✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✶✳ ❋♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s✱

✹✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ▼❡t❛❧✲❝❧❛❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛♥❞✲
✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐❧✈❡r t♦♣ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❣❧❛ss ❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮✳

✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n1✱ n2✱ ❛♥❞
n3✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

β = β − ❥βi, ✭✸✳✶✶✸✮

t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t α ❜②

α = 2βi. ✭✸✳✶✶✹✮

❋♦r ❛ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✭n2 = 1.5133✮✱ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❝♦r❡ ✭n1 = 1.5884✮✱
❛♥❞ ❛ s✐❧✈❡r ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✭n3 = 0.0065 − 4❥✮✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t B ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❊q✳ ✭✸✳✾✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t α/k0 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts✿

❼ ❚❤❡ B−V−❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❼ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❚▼✲♠♦❞❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚❊✲♠♦❞❡s✳ ❋♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡①✳

❼ ❋♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❡①❝❡♣t ❚▼0✱ t❤❡ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t α r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❡❛❦ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✉t♦✛
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡r❡❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜②
♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡
✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✱ ❜✉t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦✜❧❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✸✿

❼ ❋♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❡①❝❡♣t ❚▼0✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①t❡♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t❧②
❧❡❛❦ ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦r❡ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡
✐s ❤❡♥❝❡ r♦✉❣❤❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❚❊✲♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✭♥❡❛r❧②✮ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ✭♥❡❛r❧②✮ ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ t♦♣ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ✇❡❛❦✳

❼ ❚❤❡ ❚▼✲♠♦❞❡s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t Dx ✭❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t Ex✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞
❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♣❡♥❡tr❛t❡
❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♦❤♠✐❝ ❧♦ss✳

❼ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡s✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧
t♦♣ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❡r✳

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ▼♦❞❡s ♦❢ ♠❡t❛❧✲❝❧❛❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ✭❛✮ ❚❤❡ B − V−❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡ ✐s
♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❜✉t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮✳

❼ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♥❡❛r
t❤❡ ♠❡t❛❧✲❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢r❡q✉❡♥❝②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ▼♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❡t❛❧✲❝❧❛❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❋♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡s ❡①❝❡♣t ❚▼0✱ t❤❡ ✜❡❧❞s
❡①t❡♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t❧② ❧❡❛❦ ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼0✲♠♦❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♥❡❛r t❤❡ ♠❡t❛❧✲
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉❜str❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥❞❡① s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮✳

✸✳✺✳✸ ❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥s

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❊q✉❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❚▼0 s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫrd✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫrm✳
❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥ ✭❙PP✮ ✇❛✈❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡

✹✼



❢♦r♠

H(r, t) =




0
Hy (x)

0


 exp (j (ωt− βz)) , ✭✸✳✶✶✺✮

✇❤❡r❡

Hy (x) =

{
H0e

−k(i)
mxx ❢♦r x > 0

H0e
k
(i)
dx

x ❢♦r x < 0
. ✭✸✳✶✶✻✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s k
(i)
mx ❛♥❞ k

(i)
dx ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞❡
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ex (x) =





βHy(x)

ωǫ0ǫrm
❢♦r x > 0

βHy(x)

ωǫ0ǫrd
❢♦r x < 0

, ✭✸✳✶✶✼✮

Ez (x) =




❥
k(i)
mxHy(x)

ωǫ0ǫrm
❢♦r x > 0

−❥
k
(i)
dx

Hy(x)

ωǫ0ǫrd
❢♦r x < 0

. ✭✸✳✶✶✽✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ Dx✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥s❛t③✶❀ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡
Ez−❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡❛❞s t♦

k
(i)
mx

ǫrm
= −k

(i)
dx

ǫrd
✭✸✳✶✶✾✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ r❡❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ǫrd = ǫrd ❛♥❞ ǫrm = ǫrm ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳
❋♦r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡✱ ✇❡ ♠✉st r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ✱

k(i)mx =
√
β2 − ǫrmk20, ✭✸✳✶✷✵✮

k
(i)
dx =

√
β2 − ǫrdk20, ✭✸✳✶✷✶✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✶✷✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥✱

β = k0

√
ǫrmǫrd
ǫrm + ǫrd

✭✸✳✶✷✷✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

k(i)mx = k0

√
−ǫ2rm

ǫrm + ǫrd
✭✸✳✶✷✸✮

k
(i)
dx = k0

√
−ǫ2rd

ǫrm + ǫrd
✭✸✳✶✷✹✮

✶◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✲♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t D ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❛ ♠❡t❛❧✲❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ D✲✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② σ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛✲
t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ ❚❤✐s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s t❤❡♥ ♦❜❡② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② r✉❧❡s ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❜✉t ❞❡❝❛② ✐♥
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❞✉❡ t♦ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ρ✳

✹✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥ ✭❙PP✮✳

❆ ❜♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ✐❢ β✱ k
(i)
mx✱ ❛♥❞ k

(i)
dx ❛r❡ r❡❛❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ǫrd✱ t❤✐s ✐s

♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢

ǫrm < −ǫrd ✭✸✳✶✷✺✮

❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ♠❡t❛❧s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✵✮✱

ω <
ωp√

1 + ǫrd
✭✸✳✶✷✻✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ Ex−❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts s✐❣♥ ❛t
x = 0 ✲ t❤✐s ❤✐♥ts t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ s❡❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞
❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✹✳

❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❧✱ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❦❡t❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✭❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
♣❧❛s♠♦♥✐❝s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✭♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ♦r ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |β| ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ s✉❝❤ ❞✐❛❣r❛♠s✱
❜♦✉♥❞ ♠♦❞❡s ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ω = cβ
√
ǫrd ✭✸✳✶✷✼✮

❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫrd✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s✿

❼ ❋♦r ω < ωp/
√
1 + ǫr,d ✇❡ ✜♥❞ ❜♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐❡s

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❡♥❝❡ ❞❡❝❛②s ❡✈❛♥❡s❝❡♥t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡❣✐♦♥✳

❼ ❋♦r ωp/
√
1 + ǫr,d < ω < ωp✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ✐s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ ❞❡❝❛②s

❡✈❛♥❡s❝❡♥t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❼ ❋♦r ω > ωp✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ✭❜✮✳

▲♦ss ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤

■♥ ❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ |ǫrm| ≫ ǫrd✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❙PP ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧

❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts k
(i)
mx ❛♥❞ k

(i)
dx ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

k0✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✸✳✶✷✵✮✱ ✭✸✳✶✷✶✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✷✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ 2π/β ❛♥❞

✹✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♣♦❧❛r✐t♦♥s ✭❙PP✮ ❢♦r ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧
♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛❀ ✭❛✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❆❣✴❙✐❖2 ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ✭❜✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❆❣✴❙✐❖2 ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❆❣✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

✺✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ t❤✐♥ ♠❡t❛❧
✜❧♠ t❤❛t ✐s s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡ ✭▲✲✮✱ ♠♦st
♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✜❧♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡
❤❛s ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ s✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
♠❡t❛❧ ✜❧♠✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✽❪✮

t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤s δm = 1/k
(i)
mx ❛♥❞ δd = 1/k

(i)
dx ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ♣❧❛s♠♦♥✐❝s str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❡♥❛❜❧❡ ✉❧tr❛✲❝♦♠♣❛❝t ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ♦❢ s✉❜✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ P❧❛s♠♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❛ ❜✉s② ❛r❡❛ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❧❛s♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s st✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠

❤✐❣❤ ❧♦ss❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ǫ
(i)
rm ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢

♠❡t❛❧ ǫrm = ǫrm − ❥ǫ
(i)
rm ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt✱ ǫ

(i)
rm ≪ ǫrm ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❛❧

❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥✬s ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β = β − ❥βi ❬✽❪✱

β = k0

√
ǫrmǫrd
ǫrm + ǫrd

✭✸✳✶✷✽✮

βi = k0

(
ǫrmǫrd
ǫrm + ǫrd

)3/2
(
ǫ
(i)
rm

2ǫrm

)
✭✸✳✶✷✾✮

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s Lp = (2βi)
−1

❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s✳ ▲♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛❜❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛
t❤✐♥ ♠❡t❛❧ ✜❧♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✹

P❧❛♥❛r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ y✲ ❛♥❞ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲✐❣❤t ✇❛s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❜② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①❛❝t s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✶✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ✐s
❝♦♥✜♥❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r ♠❛♥② str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✹✳✶ ❇❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❇❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❧♦ss ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ ♦t❤❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞❡✈✐❝❡s
♦r ❡①t❡r♥❛❧ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆n = n1 − n2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t ❢♦r ❣❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t♦ ✈❛❧✉❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✱ ❡✳❣✳✱
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st✱ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡❛❞s t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥s✳

❈❤❛♥♥❡❧✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❛✮✱ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❧❛❞❞✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛❞❞✐♥❣✱ n1 ❛♥❞ n2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t
t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝✉t♦✛ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡s ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
❡①t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❙tr✐♣✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❜✮✱ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦r❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n1 t❤❛t
✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2 ❛♥❞ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞✐✉♠
♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n3✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡s n1 − n3✱ str✐♣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦
r♦✉❣❤♥❡ss✲✐♥❞✉❝❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦
❜❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❆s ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✐❢
n2 6= n3✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡s r✉♥ ✐♥t♦ ❝✉t✲♦✛ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❘✐❜✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❝✮✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ ✜❧♠ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜str❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✜❧♠ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r st❛❝❦ ❛s ❛ s❧❛❜

✶❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❡♠✐❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇❤❡r❡❛s
♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β✳

✺✷



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❇❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s❀ ✭❛✮ ❈❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❜✮ ❙tr✐♣
✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❝✮ ❘✐❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❞✮ ❘✐❞❣❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❡✮ ❉✐✛✉s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❢✮ ▼✉❧t✐❧❛②❡r ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡✳

✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡s n1 − n3
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ❝❧❛❞❞✐♥❣✱ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ r♦✉❣❤♥❡ss✲✐♥❞✉❝❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧♦ss✳

❘✐❞❣❡✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❞✮✱ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦r❡ ❧❛②❡r ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n1 ❛♥❞ ❛
❧❛t❡r❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ ❧♦✇❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n3 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣
❝❧❛❞❞✐♥❣ ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n4✮✳ ❆s ✐♥ r✐❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❧✐❣❤t ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r st❛❝❦✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ r♦✉❣❤ s✐❞❡✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ t♦♣ ❧❛②❡r ❛r❡ ❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ r✐❞❣❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss✳

❉✐✛✉s❡❞✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❡✮✱ ❤❛✈❡ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠
❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ n1 ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n2 ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞♦♣❛♥t
❞✐✛✉s❡s ✐♥t♦ ❛ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ♦r ❊rr♦r✲❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❡r❢✮
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t h ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ n1 − n2 ✐s ✉s✉❛❧❧② r❛t❤❡r ❧♦✇✱
❛♥❞ ✐❢ ❛✐r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ t♦♣ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✭n3 = 1✮ ❧✐❣❤t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r
✇❡❛❦✳

▼✉❧t✐❧❛②❡r✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❢✮✱ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❧❛②❡r st❛❝❦s ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s
n1, n2 . . . ✮ t❤❛t ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜str❛t❡ ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n0✮ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥✜♥❡ ❧✐❣❤t ✐♥

✺✸



t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❛t❡r❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❛rt✐❛❧❧② ❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r
st❛❝❦✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡
pn✲❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡t❝❤ ❞❡♣t❤✱ ♠✉❧t✐❧❛②❡r
str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♥❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss ✐❢ r♦✉❣❤ ❡t❝❤❡❞ s✐❞❡✇❛❧❧s ❡①✐st ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳

✹✳✷ ●✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❚❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐

♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞
t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛r❝❛t✐❧✐ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞✑✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳✱
n1/n2 ≈ 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♠♦st❧② ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠
❝✉t✲♦✛ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦
♠♦❞❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❛♥✐s❤❡s✱

Hx = 0❀ Hy ❛♥❞ Ex ❞♦♠✐♥❛t❡ ⇒ Ex −♠♦❞❡

Hy = 0❀ Hx ❛♥❞ Ey ❞♦♠✐♥❛t❡ ⇒ Ey −♠♦❞❡

❲❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ Ex✲♠♦❞❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r t❤❡ Ey✲♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛
s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳

❇❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r Ex✲♠♦❞❡s

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s✱
❊qs✳ ✭✸✳✻✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✾✮✳ ❋♦r Ex✲♠♦❞❡s✱ Hx = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∂Ez

∂y
+ jβEy = 0 ✭✹✳✶✮

−∂Ez

∂x
− jβEx = − jωµ0Hy ✭✹✳✷✮

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= − jωµ0Hz ✭✹✳✸✮

❛♥❞

∂Hz

∂y
+ jβHy = jωǫ0n

2Ex ✭✹✳✹✮

−∂Hz

∂x
= jωǫ0n

2Ey ✭✹✳✺✮

∂Hy

∂x
= jωǫ0n

2Ez ✭✹✳✻✮

❯s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

∇ ·H = 0 ✭✹✳✼✮

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
− jβHz = 0, ✭✹✳✽✮

✺✹



❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳✱ n1/n2 ≈ 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♠♦st❧②
❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ ❝✉t✲♦✛ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✶❪✮✳

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ Ex✲♠♦❞❡ ❜② Hy ✿

Ex =
ωµ0

β
Hy −

1

❥β

∂

∂x

(
1

❥ωǫ0n2

∂Hy

∂x

)
✭✹✳✾✮

Ey =
1

ωǫ0n2β

∂2Hy

∂x∂y
✭✹✳✶✵✮

Ez =
1

❥ωǫ0n2
∂Hy

∂x
✭✹✳✶✶✮

Hz =
1

❥β

∂Hy

∂y
✭✹✳✶✷✮

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r②✱ n(x, y) = n1

♦r n(x, y) = n2✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✈❡❝t♦r✐❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✺✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❊q✳ ✭✸✳✻✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ Hy✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

∂2Hy

∂x2
+
∂2Hy

∂y2
+
(
k20n

2 − β2
)
Hy = 0 ✭✹✳✶✸✮

▼♦❞❡ ✜❡❧❞ ❛♥s❛t③ ❢♦r Ex✲♠♦❞❡s

❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ Hy✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭Hx✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ Ex✲♠♦❞❡ ✭Ey✲♠♦❞❡✮ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❛♥s❛t③✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t

✺✺



β ❛s ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✳
❊♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r β ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❚❤❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t ❣✉✐❞❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣❡♥t✐❝ ✜❡❧❞s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❛t ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❜❡✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛ t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❜♦t❤ t❤❡ x✲ ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst q✉❛❞r❛♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ x > 0, y > 0✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❋♦r t❤❡ Ex✲♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ Hy✲✜❡❧❞ r❡❛❞s

Hy (x, y) =





A cos (k1xx− Φx) cos (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶

A cos (k1xa− Φx) exp
(
−k(i)2x (x− a)

)
cos (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✷

A cos (k1xx− Φx) cos (k1yd− Φy) exp
(
−k(i)3y (y − d)

)
✐♥ r❡❣✐♦♥ ✸

✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts k1x✱ k1y✱ ❛♥❞ k
(i)
2x ✱ k

(i)
3y ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❜②

−k21x − k21y − β2 + n2
1k

2
0 = 0, ✭✹✳✶✺✮

k
(i) 2
2x − k21y − β2 + n2

2k
2
0 = 0, ✭✹✳✶✻✮

−k21x + k
(i) 2
3y − β2 + n2

2k
2
0 = 0. ✭✹✳✶✼✮

❉✉❡ t♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤❛s❡s Φx ❛♥❞ Φy ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Φx = (p− 1)
π

2
p = 1, 2 . . . ✭✹✳✶✽✮

Φy = (q − 1)
π

2
q = 1, 2 . . . ✭✹✳✶✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✹✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❊qs✳ ✭✹✳✾✮ ✕ ✭✹✳✶✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ β ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✹✳✶✺✮ ✕ ✭✹✳✶✼✮✱ ✇❡
✜♥❞

k21x + k
(i) 2
2x =

(
n2
1 − n2

2

)
k20 ✭✹✳✷✵✮

k21y + k
(i) 2
3x =

(
n2
1 − n2

2

)
k20 ✭✹✳✷✶✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s
s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳✱ n2

1 − n22 ≪ n2
1✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s

k1x ≪ n1k0, k1y ≪ n1k0, β ≈ n1k0, ✭✹✳✷✷✮

✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❛ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤❡r❡
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ♠✉st ❤✐t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❣❧❡ ϑ ≈ 90➦ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✳

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✶✹✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✹✳✾✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

|Ex| ≈
∣∣∣∣
ωµ0

β

∣∣∣∣
∣∣Hy

∣∣ ✭✹✳✷✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❊q✳ ✭✹✳✾✮ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ Ey✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ δ2✱

∣∣Ey

∣∣ ≈
∣∣∣∣
k21x
n2
1k

2
0

∣∣∣∣ |Ex| ≈ O
(
δ2
)
|Ex| ✭✹✳✷✹✮

✺✻



✇❤❡r❡

δ ≈ k1x
n1k0

≈ k1y
n1k0

≪ 1. ✭✹✳✷✺✮

❚❤❡ Ey✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t
t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ t❤❛t t❤❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② ♦♥❧② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ δ✱

|Ez| ≈
∣∣∣∣
k1xβ

n2
1k

2
0

∣∣∣∣
∣∣Hy

∣∣ ≈ O (δ) |Ex| ✭✹✳✷✻✮

|Hz| ≈
∣∣∣∣
k1y
β

∣∣∣∣
∣∣Hy

∣∣ ≈ O (δ)
∣∣Hy

∣∣ ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ Ez✲ ❛♥❞ t❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Ex✲♠♦❞❡s

❚❤❡ Ez✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✶✹✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✶✮✱

Ez (x, y) =
A

jωǫ0





−k1x

n2
1

sin (k1xx− Φx) cos (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶

−k
(i)
2x

n2
2

cos (k1xa− Φx) exp
(
−k(i)2x (x− a)

)
cos (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✷ .

−k1x

n2
2

sin (k1xx− Φx) cos (k1yd− Φy) exp
(
−k(i)3y (y − d)

)
✐♥ r❡❣✐♦♥ ✸

✭✹✳✷✽✮

❚❤❡ Ez✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜♦t❤ ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭x = a✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭y = d✮
❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x = a ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r Ex✲♠♦❞❡s

k1xa = (p− 1)
π

2
+ arctan

(
n21 k

(i)
2x

n2
2 k1x

)
✭✹✳✷✾✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Ez ❛t y = d ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥s❛t③✱ s✐♥❝❡ n1 6= n2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧♦✇
✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛sts✱ n1 − n2 ≪ 1✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✶✷✮✱

Hz (x, y) =
A

jβ





−k1y cos (k1xx− Φx) sin (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✶

−k1y cos (k1xa− Φx) exp
(
−k(i)2x (x− a)

)
sin (k1yy − Φy) ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✷ ✳

−k(i)3y cos (k1xx− Φx) cos (k1yd− Φy) exp
(
−k(i)3y (y − d)

)
✐♥ r❡❣✐♦♥ ✸

✭✹✳✸✵✮

❋♦r t❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t x = a ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛t y = d ②✐❡❧❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Ex✲♠♦❞❡s✿

k1yd = (q − 1)
π

2
+ arctan

(
k
(i)
3y

k1y

)
✭✹✳✸✶✮

❋r♦♠ ❊qs✳ ✭✹✳✶✺✮✱ ✭✹✳✶✻✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✶✼✮✱ ✇❡ ✜♥❞

k
(i) 2
2x = k20

(
n2
1 − n2

2

)
− k21x ✭✹✳✸✷✮

k
(i) 2
3y = k20

(
n21 − n2

2

)
− k21y ✭✹✳✸✸✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❊qs✳ ✭✹✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r k1x ❛♥❞ k1y✳
❆❢t❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

β2 = k20n
2
1 − k21x − k21y ✭✹✳✸✹✮

✺✼



❆♥❛❧②s✐s ♦❢ Ey✲♠♦❞❡s

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡Ey✲♠♦❞❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❊qs✳ ✭✸✳✻✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✾✮ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Hy = 0 ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜②
Hx ✿

Ex = − 1

ωǫ0n2β

∂2Hx

∂x∂y
✭✹✳✸✺✮

Ey = −ωµ0

β
Hx +

1

❥β

∂

∂y

(
1

❥ωǫ0n2

∂Hx

∂y

)
✭✹✳✸✻✮

Ez = − 1

❥ωǫ0n2

∂Hx

∂y
✭✹✳✸✼✮

Hz =
1

❥β

∂Hx

∂x
✭✹✳✸✽✮

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ Hx✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

∂2Hx

∂x2
+
∂2Hx

∂y2
+
(
k20n

2 − β2
)
Hx = 0 ✭✹✳✸✾✮

❇② ✉s✐♥❣ ❛ ✜❡❧❞ ❛♥s❛t③ ❢♦r Hx ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✹✳✶✹✮✱ ❛♥❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Ez✲ ❛♥❞ t❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r E(p,q)
y ✲♠♦❞❡s✿

k1xa = (p− 1)
π

2
+ arctan

(
k
(i)
2x

k1x

)
✭✹✳✹✵✮

k1yd = (q − 1)
π

2
+ arctan

(
n2
1 k

(i)
3y

n2
2 k1y

)
✭✹✳✹✶✮

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s

❚❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s E(p,q)
x ✲ ❛♥❞ E(p,q)

y ✲♠♦❞❡s✳
■♥ t❤✐s ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t x ♦r y ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭Ex ♦r Ey✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞❡① p = 1, 2 . . . ✭q = 1, 2 . . . ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①tr❡♠❛ t❤❛t t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳

E(p,q)
x ✲♠♦❞❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✭q✉❛s✐✲✮❚❊ ♠♦❞❡s❀ E(p,q)

y ✲♠♦❞❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
✭q✉❛s✐✲✮❚▼ ♠♦❞❡s✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ▼❡t❤♦❞

❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ▼❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❧② ❛ ✈❛❧✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛
❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

❼ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

❼ ■♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✱ n2
1 − n2

2 ≪ n21

❼ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡
✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ❚❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❡s ❡rr♦rs t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r r❡❣✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳

■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s✳

✺✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ E(p,q)
x ✲♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭Ex✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞❡① p = 1, 2 . . . ✭q = 1, 2 . . . ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❡♠❛ t❤❛t
t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ E(p,q)
y ✲♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭Ey✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞❡① p = 1, 2 . . . ✭q = 1, 2 . . . ) ❞❡♥♦t❡s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①tr❡♠❛ t❤❛t t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

✺✾



❙❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❝❤❛♥♥❡❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜② t✇♦ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t✑ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ s❧❛❜ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

✇❛✈❡❣✉✐❞❡✬s ❧❛②❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❆♥ E(p,q)
x ✲♠♦❞❡

t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❚▼ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2a✮ ❛♥❞
✐♥t♦ ❛ ❚❊ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2d✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ E(p,q)
y ✲♠♦❞❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ ■♥ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞✱ ❛

✉♥✐✜❡❞ ❛♥s❛t③ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳

❑✉♠❛r✬s ♠❡t❤♦❞

▼❛r❝❛t✐❧✐✬s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✷✹✱ ✷✺❪ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜② t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✷❉ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜② t✇♦ r❡❧❛t❡❞ s❧❛❜
str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
✸❉ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✜rst ♦♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠❡t❤♦❞ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ✐t✳

❇❛s✐❝ ✐❞❡❛

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞✱ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

❼ ❚❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✐s s♠❛❧❧ ✭n1 −
n2 ≪ n1✱ n1 − n3 ≪ n1✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮ ✭❍❡❧♠❤♦❧t③
❡q✉❛t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

❼ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✭w ≫ h1✱ w ≫ h2✮✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✏✢❛t ❛♥❞ ✇✐❞❡✑✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐❢ ✇❡
s♣❧✐t t❤❡ ♠♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ y✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s
❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✭s❧❛❜ ✶✱ s❧❛❜ ✷✱ s❧❛❜ ✸✮ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞
s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ y✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ F (x, y) ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥❞❡① nes (x) ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ st❛❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ✭❛✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s n❡s✷✱ n❡s✶✱ ❛♥❞ n❡s✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❧❛❜ ✷✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ✭s❧❛❜
✶✱ s❧❛❜ ✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✷❉
s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❧❛②❡rs✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ✭❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥
❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡♠✐❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ♣❧❛♥❛r ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r st❛❝❦ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, z)✱ t❤❡ ✸❉ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ n (x, y, z) ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✷❉ ♣r♦✜❧❡ nes (x, z)✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✻✵



❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙❧❛❜✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ E(p,q)
x ✲♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❛ ❚▼ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2a✮ ❛♥❞ ❛s ❛ ❚❊ ♠♦❞❡
❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2d✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✾✮
❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙❧❛❜✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ E(p,q)
y ✲♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❛ ❚❊ ♠♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2a✮ ❛♥❞ ❛s ❛ ❚▼ ♠♦❞❡
❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss 2d✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✵✮
❛♥❞ ✭✹✳✹✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ✭❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡①
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭n1 − n2 ≪ n1✱ n1 − n3 ≪ n1✮✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭w ≫ h1✱
w ≫ h2✮✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s F (x1, y) ❛♥❞ F (x2, y) ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s nes1✱ nes2✱ ❛♥❞ nes2 ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥
✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✷❉ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❧❛②❡rs ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s n❡s✶✱ n❡s✷✱ ❛♥❞ n❡s✸✳ ❇♦t❤ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ s❡♠✐❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜②
✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③✱ ❊qs✳ ✭✸✳✺✾✮
❛♥❞ ✭✸✳✻✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱

∂2Ψ (x, y)

∂x2
+
∂2Ψ (x, y)

∂y2
+
(
k20n

2 (x, y)− β2
)
Ψ (x, y) = 0, ✭✹✳✹✷✮

✇❤❡r❡ Ψ (x, y) ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s E(x, y) ❛♥❞ H(x, y)✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♣✐❞❧② ✈❛r②✐♥❣ x✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡
❢❛❝t♦r❡❞ ♦✉t✱ ✐✳❡✳✱

Ψ (x, y) = F (x, y) G (x) , ✭✹✳✹✸✮

▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F (x, y) ✐s ♦♥❧② ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x✱ ✇❤❡r❡❛s
G (x) ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ x✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Ψ (x, y) ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱

∂2Ψ (x, y)

∂x2
≈ F (x, y)

∂2G (x)

∂x2
. ✭✹✳✹✹✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✹✸✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✹✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
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F (x, y)
∂2G (x)

∂x2
+G (x)

∂2F (x, y)

∂y2
+
(
k20n

2 (x, y)− β2
)
F (x, y) G (x) = 0 ✭✹✳✹✺✮

1

G (x)

∂2G (x)

∂x2
− β2

︸ ︷︷ ︸
♣✉r❡❧② x✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

+
1

F (x, y)

∂2F (x, y)

∂y2
+ k20n

2 (x, y)

︸ ︷︷ ︸
y−❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② x✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

= 0 ✭✹✳✹✻✮

❊q✳ ✭✹✳✹✻✮ ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ y ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nes(x) ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛♥ x✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡✱

1

F (x, y)

∂2F (x, y)

∂y2
+ k20n

2 (x, y) = k20n
2
es (x) ✭✹✳✹✼✮

1

G (x)

∂2G (x)

∂x2
− β2 = −k20n2

es (x) ✭✹✳✹✽✮

❊q✳ ✭✹✳✹✻✮ ❤❛s ❤❡♥❝❡ ❜❡❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ F (x, y) ❛♥❞ G (x)✱

∂2F (x, y)

∂y2
+
(
k20n

2 (x, y)− k20n
2
es (x)

)
F (x, y) = 0 ✭✹✳✹✾✮

∂2G (x)

∂x2
+
(
k20n

2
es (x)− β2

)
G (x) = 0 ✭✹✳✺✵✮

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ x✱ ❊q✳ ✭✹✳✹✾✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❇② s♦❧✈✲
✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ x✲♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ y✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
F (x, y) ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① nes(x) ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
s❧❛❜ str✉❝t✉r❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ nes(x) ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✺✵✮✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥ G (x) ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
β✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✹✳✹✸✮✳

❊①❛♠♣❧❡s✿ Ex✲♠♦❞❡s ♦❢ r✐❜ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ Ex✲♠♦❞❡s ♦❢ ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st r✐❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳
❋♦r t❤❡ Ex✲♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❚❊✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ s❡❝t✐♦♥s✷✱

nes (x) =

{
1.4809 ❢♦r − 1.5µ♠ < x < 1.5µ♠

1.4633 ❡❧s❡✇❤❡r❡

❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥♦✇
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚▼✲♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ne = 1.4737 ✱ ✇❤✐❝❤
❞✐✛❡rs q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ n̄e = 1.4846 t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛
✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡ s♦❧✈❡r ❬✶✷❪✳

❋♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛②❡r st❛❝❦ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✾✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛② ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① st✐❧❧ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ■❢ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✜♥❞✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥❞❡① s♦❧✉t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝r♦ss✲❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s✳

✷❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡r ❢♦r s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✲
♣❤♦t♦♥✐❝s✳❡✉✴♦♠s✳❤t♠❧✳

✻✸



❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ex✲♠♦❞❡s ♦❢ ❛ r✐❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r
t❤❡ Ex✲♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚❊✲
♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ 1.4809
✭1.4633✮ ✇✐t❤✐♥ ✭♦✉ts✐❞❡✮ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚▼✲♠♦❞❡ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
ne = 1.4737✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ n̄e = 1.4846✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ex✲♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚❊✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ 3.2788 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧
s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚▼✲♠♦❞❡ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne = 3.2649✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❞✐✛❡rs ❛ ❜✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
n̄e = 3.2632✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ w = 2h ✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② V = k0h
√
n2
1 − n2

2 ❛♥❞ B =
β2−k2

0n
2
2

k2
0n

2
1−k2

0n
2
2
✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡

▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡s ❢❛r ❛❜♦✈❡ ❝✉t♦✛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✇❡❧❧
❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ◆❡❛r ❝✉t♦✛✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✺❪✮✳

❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✵✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ w = 2h ❬✺❪✳ ■♥ t❤✐s

❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② V = k0h
√
n21 − n22 ❛♥❞ B =

β2−k2
0n

2
2

k2
0n

2
1−k2

0n
2
2
✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞

t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡s ❢❛r
❛❜♦✈❡ ❝✉t♦✛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ◆❡❛r ❝✉t♦✛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼❛r❝❛t✐❧✐ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t✳
❆ ❞❡❡♣❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺❪✳

✹✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✹✳✹✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❋♦r ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡
✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧❛r ❍❡❧♠✲
❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs✱ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳ ■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭✏♠❡s❤✐♥❣✑✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t♦
❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♥❡❛r t❤❡

✻✺



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs✿ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞✐s✲
❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭✏♠❡s❤✐♥❣✑✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✳ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s
♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✳ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦rt❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♣❤♦t♦♥✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❇❊❆▼Pr♦♣ ❜② ❘s♦❢t ■♥❝✳✱ ❖ss✐♥✐♥❣✱ ◆❨✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳rs♦❢t❞❡s✐❣♥✳❝♦♠

❼ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦ ❜② ❈❙❚✱ ❉❛r♠st❛❞t✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝st✳❞❡

❼ ❋■▼▼✇❛✈❡ ❜② P❤♦t♦♥ ❉❡s✐❣♥✱ ❖①❢♦r❞✱ ❯❑✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❤♦t♦♥❞✳❝♦♠✴

❼ ❍❋❙❙ ❜② ❆♥s♦❢t✱ P✐tts❜✉r❣❤ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♥s♦❢t✳❝♦♠

✹✳✹✳✷ ❋✐♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞

■♥ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❉❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳

✻✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ■♥ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✳ ✭❛✮ ❯♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞✿ ∆x ❛♥❞ ∆y ❞♦ ♥♦t ✈❛r② t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭❜✮ ◆♦♥✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞✿ ∆x ❛♥❞ ∆y ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (x) ❜② t❤❡✐r
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ x ✇✐t❤ st❡♣ s✐③❡ ∆x = xp+1−xp✱
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f ′ (xp) ≈
f(xp+1)− f(xp−1)

∆x
✭✹✳✺✶✮

f ′′ (xp) ≈
f(xp+1) + f(xp−1)− 2f(xp)

∆x2
✭✹✳✺✷✮

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣
❛ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❙❝❛❧❛r ♠♦❞❡ s♦❧✈❡r

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♠♦❞❡ s♦❧✈❡r✱ ✇❡ ✐♥s❡rt t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③✱ ❊qs✳ ✭✸✳✺✾✮
❛♥❞ ✭✸✳✻✵✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮✳ ❚❤✐s
②✐❡❧❞s

∂2Ψ (x, y)

∂x2
+
∂2Ψ (x, y)

∂y2
+
(
k20n

2 (x, y)− β2
)
Ψ (x, y) = 0 ✭✹✳✺✸✮

✇❤❡r❡ Ψ (x, y) ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s E(x, y) ❛♥❞ H(x, y)✳

❚♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts (xp, yq)
T
✱

✇❤❡r❡

∆x = xp+1 − xp, ✭✹✳✺✹✮

∆y = yq+1 − yq, ✭✹✳✺✺✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❇♦t❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ n (x, y) ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐t② Ψ (x, y) ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱

np,q = n (xp, yq) , ✭✹✳✺✻✮

Ψp,q = Ψ (xp, yq) , ✭✹✳✺✼✮

✇❤❡r❡ p = 1 . . . P ❛♥❞ q = 1 . . . Q✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✺✸✮ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

✻✼



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❋✐♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞
✐s ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts (xp, yq)

T
✱ p = 1 . . . P ❛♥❞ q = 1 . . . Q✱ ❛r❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t✳

❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱

∂2Ψ (x, y)

∂x2

∣∣∣∣
x=xp, y=yq

=
Ψp+1,q + Ψp−1,q − 2Ψp,q

∆x2
, ✭✹✳✺✽✮

∂2Ψ (x, y)

∂y2

∣∣∣∣
x=xp, y=yq

=
Ψp,q+1 + Ψp,q−1 − 2Ψp,q

∆y2
. ✭✹✳✺✾✮

❊q✳ ✭✹✳✺✸✮ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψp+1,q + Ψp−1,q − 2Ψp,q

∆x2
+
Ψp,q+1 + Ψp,q−1 − 2Ψp,q

∆y2
+ k20n

2
p,qΨp,q = β2Ψp,q. ✭✹✳✻✵✮

❘❡✲✇r✐t✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✻✵✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ (xp, yq)
T
✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞

✈❛❧✉❡s Ψp,q ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β✱

AΨ̂ = β2Ψ̂ , ✭✹✳✻✶✮

✇❤❡r❡ Ψ̂ =
(
Ψ1,1 . . . ΨP,Q

)
✐s ❛ (PQ, 1)✲✈❡❝t♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞

A ✐s ❛ s♣❛rs❡ (PQ,PQ)✲♠❛tr✐① t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✻✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Ψp,q✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r Ψ̂ t❤❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s
❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ st✐❧❧ s♣❛rs❡✱ ❜✉t ❧❛r❣❡r ♠❛tr✐① A✳

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

■♥ ❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ Pr♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣♦✐♥ts p = 1✱ p = P ✱ q = 1 ♦r q = Q✱ s✐♥❝❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭p = 0✱
p = P + 1✱ q = 0 ♦r q = Q✰✶✮ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿

P❡r❢❡❝t❧②♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs ✭P▼▲✮ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ s❡t t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣✉tt✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❡t❛❧✲
❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✭♣❡r❢❡❝t ♠✐rr♦r✮ ❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❢r♦♠

✻✽



❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r ♠✉st
❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r t♦ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✱ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♣❡rs✐st ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ P▼▲ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡r❡❜② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ P▼▲ ❛r❡ r❛r❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❚❇❈✮ ❋✐❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇❤♦s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣❤❛s❡✮ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r
♣♦✐♥ts✱ t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❇❈ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣
r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❢r❡❡❧② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ P▼▲
❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜②
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛✐r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✹✳✹✳✸ ❋✐♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
✭❡✳❣✳✱ tr✐❛♥❣❧❡s ♦r t❡tr❛❤❡❞r❛✮✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ❞♦❡s ♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❧②✱ ❜✉t ❛ r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✹✳✺✸✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✻❪

I =
1

2

¨

Ω

[(
∂Ψ (x, y)

∂x

)2

+

(
∂Ψ (x, y)

∂y

)2

+
(
k20n

2 (x, y)− β2
)
Ψ2 (x, y)

]
dx dy

−
ˆ

∂Ω

[
Ψ (x, y)

∂Ψ (x, y)

∂n

]
ds ✭✹✳✻✷✮

✇❤❡r❡ Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✜rst ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❝r✐♣t p = 1 . . . P ✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞
✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ q = 1 . . . Q ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s Ψpq (x, y)✱

Ψp (x, y) =
∑

q

cpq Ψpq (x, y) , ✭✹✳✻✸✮

✇❤❡r❡ cpq ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥✱

I =
1

2
cT
(
A−

(
k20n

2 − β2
)
B
)
c ✭✹✳✻✹✮

✇❤❡r❡ c ❞❡♥♦t❡s ❛ (PQ, 1)✲✈❡❝t♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cpq✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B

❛r❡ (PQ,PQ)✲♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s Ψpq (x, y) ❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I t♦ ❛ss✉♠❡
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉st ✈❛♥✐s❤✱

✻✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ■♥ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❡❧❡♠❡♥ts✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ✭❛✮
❋✐♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ✭❜✮ ❋✐♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r
❣❡♦♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts✳

∇T
c
I =

(
A−

(
k20n

2 − β2
)
B
)
c = 0. ✭✹✳✻✺✮

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cpq ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β✱

B−1Ac =
(
k20n

2 − β2
)
c. ✭✹✳✻✻✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✻✸✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
cpq✳

✹✳✹✳✹ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ s♦❧✈❡rs

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡rs ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞✿

▼♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t
❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
❧♦✇✲✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✜❜❡rs ❝❛♥♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t
t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠✳

❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❜② ❞✐s❝r❡t❡
❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦r t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥② ♠♦r❡✳

❋✐♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊rr♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧
❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥② ♠♦r❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✿ ❲✐t❤ ❡①❛❝t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
❜②✱ ❡✳❣✳✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s
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✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲
✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧②✱ ❜✉t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❜②✱ ❡✳❣✳✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❧♦ts ❛♥❞ ❞♦✐♥❣ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② t❡sts✳

✹✳✺ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

■♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s♣❡❝✐✜❝
str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✹✳✺✳✶ ●❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

●❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡✲❛r❡❛ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡s ♦r ♦①✐❞✐③❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡rs✳ ❚❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛sts ❛r❡ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✭✉s✉❛❧❧② ∆n < 0.1✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐s ✇❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r❛❞✐✐
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧♦✇✲❧♦ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦
st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❧♦✇ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛sts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✳
●❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ♣❛ss✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s
♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❛rr❛②❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s✳ ❈✉rr❡♥t❧② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✿ ❉✐✛✉s✐✈❡ ✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s s❤❛❧❧ ❜❡ s❤♦rt❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

■♥ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ◆❛ ❜② ❆❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐t② ❣❧❛ss
■❆●✹✸ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❜② ✉♣ t♦ 0.1✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉r❡❧② t❤❡r♠❛❧
♦r ❛ss✐st❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥
✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦r ❞❡❡♣❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✳ ■♥ s✉❝❤
str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳

❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡t❝❤✐♥❣✱ ❙✐❧✐❝♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤ ✭❙❖❇✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss ❧❛②❡rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦✉r
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ♦r ✢❛♠❡ ❤②❞r♦❧②s✐s ✭❋❍❉✮ ♦♥ ❛ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡r ✐s ✉s❡❞
❛s s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s t❤❡♥ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✐❧✐❝♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤
✭❙❖❇✮ ❬✶✸❪✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡s ❛r❡ t❤❡♥ str✉❝t✉r❡❞ ❜② ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❞r② ❡t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
♦✈❡r❝❧❛❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❣❧❛ss ❧❛②❡rs✳ ❆♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❧❛②❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❞♦♣✐♥❣
✇✐t❤ ♣❤♦s♣❤♦r♦✉s ✭P✮ ♦r ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ✭●❡✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ =

(
n2
1 − n2

2

)
/2n2

1 r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡r❝❡♥t t♦ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❡❛s② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦r❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾ ➭♠✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❙❖❇ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✳

✹✳✺✳✷ ▲✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

▲✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✭▲✐◆❜❖3✮ ✐s ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞
❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ♦♥ ▲✐◆❜❖3 s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✳

✸■❆●✹ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❙✐❖2✱ ❆❧2❖3✱ ❇2❖3✱ ◆❛2❖✱ ❚✐❖2✱ ◆❛+✱ ❛♥❞ ❋−

✼✶



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ●❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡❀ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
❣❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✳
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ◆❛+ ❜② ❆❣+ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐t② ❣❧❛ss ■❆●✹ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❜② ✉♣ t♦ 0.1✳ ✭❜✮ ❆❣+ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ❜② t❤❡r♠❛❧ ✐♥❞✐✛✉s✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠❛s❦✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✳ ✭❝✮ ❚♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✉r✐❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✜❡❧❞✲❛ss✐st❡❞
✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♦♥s ♥❡❛r ❞r✐❢t ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✉r✐♥❣ ❞r✐❢t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✐t ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡ ✭❞✮ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭✐✮ ♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✭❋✐❣✉r❡ s♦✉r❝❡✿ ▲❡♦♥✐ ✜❜❡r
♦♣t✐❝s✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ●❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❞♦♣❡❞ ❣❧❛ss ❧❛②❡rs✳ ✭❛✮
❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ❞♦♣❡❞ ❙✐❖2 ✐♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❜❛s❡ ✇❛❢❡r ✭✏❙✐❧✐❝♦♥ ♦♣t✐❝❛❧
❜❡♥❝❤✱ ❙❖❇✑✮❀ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ =

(
n2
1 − n2

2

)
/2n2

1 ≈ ∆n/n r❛♥❣❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥
0.3% ❛♥❞ 1.5%✳ ✭❜✮ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❙❖❇ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭P✐❝t✉r❡ s♦✉r❝❡ ❄✮

✼✷



❚✐✲✐♥❞✐✛✉s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❋♦r ✐♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❚✐✱ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❢❡r ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❜② ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②
❛♥❞ ❡t❝❤✐♥❣✳ ❆ s✉❜s❡q✉❡♥t t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ❛r♦✉♥❞ 1000− 1050➦❈ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ❧❡❛❞s t♦
✐♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❚✐ ✐♥t♦ t❤❡ ▲✐◆❜❖3 s✉❜str❛t❡✱ t❤❡r❡❜② ❝❛✉s✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞
∆n ≈ 0.002 . . . 0.01✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤s ❛r❡ 10µ♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ▲✐t❤✐✉♠
♥✐♦❜❛t❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇s ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

Pr♦t♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❋♦r ♣r♦t♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥ ❆❧✲♠❛s❦ ✐s ♣❛tt❡r♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❢❡r ✐s
t❤❡♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❜♦✐❧✐♥❣ ❜❡♥③♦✐❝ ❛❝✐❞ ✭200−240➦❈✮ ❢♦r ✷✲✹ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦❢ ▲✐+✲ ❜② ❍+✲✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①tr❛✲♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▲✐1−x❍x◆❜❖3 ❤❛s
❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ▲✐◆❜❖3 ❜②∆n ≈ 0.02 . . . 0.05✱
✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ∆n ≈ −0.04✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❤✐✉♠ ♥✐♦❜❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ ✭❛✮ ■♥❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t✐t❛♥✐✉♠ ✭❚✐✮ ✉♥❞❡r
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s❀ ✭❜✮ ✏Pr♦t♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡✑✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ▲✐+ ❜② ❍+✲✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❡①tr❛♦r❞✐♥❛r②✮ ❛♥❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭♦r❞✐♥❛r②✮✳ ✭P✐❝t✉r❡ ❙♦✉r❝❡ ❄✮

✹✳✺✳✸ P♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

P♦❧②♠❡rs r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ P♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡ ✭❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t ❞✐s❦s✮ ❛♥❞
P▼▼❆ ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ♣✉r❡❧② ♣❛ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs s❤♦✇
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝❛❧ ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♠♦st❧②
❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ st❛❜✐❧✐t②✳

❖♣t✐❝❛❧ ❧♦ss❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛r♦✉♥❞ ✽✵✵ ♥♠✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛t ✐♥❢r❛r❡❞ t❡❧❡❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✶✺✵✵ ♥♠✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ♦✈❡rt♦♥❡s ♦❢ ❈✲❍✲❜♦♥❞
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❍ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❞❡✉t❡r✐✉♠ ✭❤❡❛✈② ❤②❞r♦❣❡♥✮✱
❝❤❧♦r✐♥❡ ♦r ✢✉♦r✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠ ♠❛ss ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤✐❢ts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡
■❘✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✲❍✲❜♦♥❞ ❧✐❡s ♥❡❛r ✸✸✾✵ ♥♠✱ ❢♦r ❞❡✉t❡r✐✉♠
✐t ✐s ✹✹✽✹ ♥♠ ❛♥❞ ❢♦r ❋❧✉♦r✐♥❡✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ✽✵✵✵ ♥♠✳ ❚②♣✐❝❛❧ ♣♦❧②♠❡rs s✉❝❤
❛s ♣♦❧②✭♠❡t❤②❧✲♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡✮ ✭P▼▼❆✮ ♦r ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡ ✭P❈✮ ❡①❤✐❜✐t ❧♦ss❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② s❡✈❡r❛❧
❞❇ ♣❡r ♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳

✼✸



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ▲♦ss❡s ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧s❀ ✭❛✮ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✈❡rt♦♥❡s
✭♦✈❡rt♦♥❡ ♦r❞❡r N✮ ♦❢ ❈✲❍✲✱ ❈✲❉✲✱ ❈✲❋✲✱ ❛♥❞ ❈✲❈❧✲❜♦♥❞s ✭❉ ❂ ❞❡✉t❡r✐✉♠✱ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❂ ❛tt❡♥✉❛✲
t✐♦♥❀ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤❀ ▼♦❧❡❦ü❧ ❂ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛t♦♠ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞✳ ✭❜✮ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣♦❧②✲
❝❛r❜♦♥❛t❡ ✭P❈✮❀ ✭❝✮ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣♦❧②✭♠❡t❤②❧✲♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡✮ ✭P▼▼❆✮✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♦✈❡rt♦♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❈✲❍✲❜♦♥❞s✳ ■t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❜❡❧♦✇ ✵✳✶ ❞❇✴♠ ❛t ❛r♦✉♥❞
✺✼✵ ♥♠ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ P❈✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✷❪✮

P♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s✉❜str❛t❡s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡rs ♦r s♣❡❝✐❛❧
♣♦❧②♠❡r s❤❡❡ts✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ♣♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s r❡❧② ♦♥ r✐❞❣❡ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ♦✈❡r❝❧❛❞❞✐♥❣ ♦r tr❡♥❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r❝❧❛❞❞✐♥❣✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾✳ P♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❜♦❛r❞✲❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t②♣✐❝❛❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐❞t❤s ❛♥❞ ❤❡✐❣❤ts ❛♠♦✉♥t t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❧② ♠✉❧t✐♠♦❞❡
str✉❝t✉r❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✳

✹✳✺✳✹ ❙✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❙✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ s✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ✭❙✐❖2✱ n = 1.44 ❛t ✶✺✺✵ ♥♠✮ ❛s ❛ ❝❧❛❞❞✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❢ ❙✐3◆4 ✭n = 2.1 ❛t
✶✺✺✵ ♥♠✮ ❛♥❞ ❙✐❖2✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s ❢♦r
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✺✵✵ ♥♠ t♦ ✷ ➭♠✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ♦✛❡r❡❞
❜② ▲✐♦♥✐❳✹ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❚r✐P❧❡❳✑✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♠♣r✐s❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐❝
s②st❡♠s✳

✹✳✺✳✺ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■■■✲❱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs

■■■✲❱ ❝♦♠♣♦✉♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❢❡❛t✉r❡ ❞✐r❡❝t ❜❛♥❞❣❛♣s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❞❡❛❧❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛❝t✐✈❡
♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦
✐♥t❡❣r❛t❡ ❧❛s❡r ❞✐♦❞❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣❛ss✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳

■♥●❛❆sP✴■♥P ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✶✳✸µ♠ ❛♥❞ ✶✳✺µ♠
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ ❢✉s❡❞✲s✐❧✐❝❛ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❧♦ss✳ ❍✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❧❛②❡r ❣r♦✇t❤ ♦♥ ❛♥ ■♥P s✉❜str❛t❡s ❛♥❞ ❜② ❡t❝❤✐♥❣✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ✭✶✲✷µ♠ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs t♦ ♦♥✲❝❤✐♣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ■♥●❛❆sP
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ P♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ✭❛✮ ❘✐❞❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
s✉❜s❡q✉❡♥t ♦✈❡r❝❧❛❞❞✐♥❣❀ ✭❜✮ ❚r❡♥❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦✜❧❧✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦♣t✐❝❛❧✐♥t❡r❧✐♥❦s✳❝♦♠✴♣❞❢✴P❛♣❡r✳P♦❧②✳❲●✳❈♦♥♥✳♣❞❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ▼✉❧t✐❧❛②❡r ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ❛ ♣r✐♥t❡❞✲❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ✭P❈❇✮✿
4 × 12 ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥ ❛ 250µ♠ × 250µ♠ ❣r✐❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡s ❤❛s ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 50µ♠ × 50µ♠ ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴r❡s❡❛r❝❤❡r✳✇❛ts♦♥✳✐❜♠✳❝♦♠✴r❡s❡❛r❝❤❡r✴✜❧❡s✴✉s✲
②✈❧❛s♦✈✴✴✈❧❛s♦✈✪✷✵❊❈❖❈✪✷✵t✉t♦r✐❛❧✪✷✵✷✵✵✽✳♣❞❢✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✭❙✐3◆4✱ n = 2.1 ❛t ✶✺✺✵ ♥♠✮ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡
✭❙✐❖2✱ n = 1.44 ❛t ✶✺✺✵ ♥♠✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ✇✐♥❞♦✇ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ✺✵✵ ♥♠ t♦ ✷ ➭♠✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ♦✛❡r❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❚r✐P❧❡❳✑✳ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❀ ✭❜✮ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡❀ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧✐♦♥✐①❜✈✳♥❧✴✮

❆❧●❛❆s✴●❛❆s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

●❛❆s✲❜❛s❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ✵✳✺µ♠
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✱ ✐♥ s❝❛♥♥❡rs ❛♥❞ ✐♥
❈❉✲♣❧❛②❡rs✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ■♥P✴■♥●❛❆sP ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧
✭✶✲✷µ♠ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✜❜❡r✲❝❤✐♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❆❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ■■■✲❱✲❝♦♠♣♦✉♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♣✉♠♣❡❞❀ t❤❡ ♣✉♠♣ ❝✉rr❡♥t I ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ✭❛✮ ❘✐❞❣❡✲✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡❀ ✭❜✮
❈❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡❀ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

✹✳✺✳✻ ❙✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❙✐❧✐❝♦♥ ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛t ✐♥❢r❛r❡❞ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦❝❡ss
♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❈▼❖❙ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❢❛❜s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✐s
❝✉rr❡♥t❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ s✐❧✐❝♦♥ ♣❤♦t♦♥✐❝s✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐♥ s✐❧✐❝♦♥ ❧❛②❡r ✭n = 3.48
❛t ✶✺✺✵ ♥♠✱ t❤✐❝❦♥❡ss ⑦ ✷✺✵ ♥♠✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ❛♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐❧✐❝❛ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✭n = 1.44 ❛t ✶✺✺✵ ♥♠✱ t❤✐❝❦♥❡ss ≈ ✷µ♠✮✳ ❚❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤❧② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② s②st❡♠s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❞❡❡♣✲❯❱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✾✸ ♥♠✮✱ t❤❡r❡❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺✵ ♥♠✳ ❆❢t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ r❡s✐st
str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡t❝❤ ♠❛s❦ t♦ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❧✐❝♦♥ ❧❛②❡r ✇✐t❤ r❡❛❝t✐✈❡ ✐♦♥
❡t❝❤✐♥❣ ✭❘■❊✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❜② ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ✐♦♥ ❡t❝❤✲
✐♥❣✳

❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸✱ ♦r ✈✐❛ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❤❛r❞ ♠❛s❦ ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r
♥❛♥♦✇✐r❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ r❛❞✐✐ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s 1µ♠ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❧♦ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛t t❤❡ r♦✉❣❤
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥s ❤❡♥❝❡ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs

❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ s♣❡❝✐❛❧✐t②
❣❧❛ss❡s ♦r ♣♦❧②♠❡rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ♠✉❝❤ t❤✐❝❦❡r t❤❛♥ ❛ ❤✉♠❛♥ ❤❛✐r ✭∼ 100µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r✮✱ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ❧✐❣❤t ✐s ♦♥❧② ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚♦❞❛②✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s♦rs✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡tr♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❜❡rs✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ✜❜❡r
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

✺✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❜❛s✐❝s

✺✳✶✳✶ ❙✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ✲ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

❙✐❧✐❝❛✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡✲
❝❛♣❛❝✐t② ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
✜❜❡r ✐s ✐ts ❧♦ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❊❛r❧② ❣❧❛ss ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵✬s s❤♦✇❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ✶✵✵✵ ❞❇✴❦♠ ✲ ❜② ❢❛r t♦♦ ♠✉❝❤ t♦ ❜❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✶✾✻✻✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❈❤❛r❧❡s ❑✳ ❑❛♦ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❆✳ ❍♦❝❦❤❛♠ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡
❧♦ss❡s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ♥♦t ❜② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇
✷✵ ❞❇✴❦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❑❛♦ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ P❤②s✐❝s ✐♥ ✷✵✵✾✳ ❊❛r❧② ♦♣t✐❝❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵✬s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ ♥♠ t♦ ✾✵✵ ♥♠✱
s✐♥❝❡ ✜❜❡rs ❤❛❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ●❛❆s✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞
♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✶✶✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✶✻✵✵ ♥♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦①②❧ ✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ✐♦♥ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏❧♦♥❣✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲r❡❣✐♦♥✑✳ ❚✇♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❤❡r❡✿ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐♥❞♦✇✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✸✵✵ ♥♠✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ ✶✺✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t
❛r♦✉♥❞ ✶✸✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ■♥●❛❆sP ❧❛s❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ t❤✐r❞✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ s②st❡♠s
❛♣♣❡❛r❡❞✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✶✺✺✵ ♥♠✱ ✇❤❡r❡ ✜❜❡r ❧♦ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❜❡❧♦✇ ✵✳✷ ❞❇✴❦♠✳ ❚❤❡
❧♦✇❡st tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ❡✈❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡r ✐s ✵✳✶✺✹ ❞❇✴❦♠ ❬✸✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❧♦ss ♦❢ ✺✵✪ ❛❢t❡r ✷✵ ❦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ ✜❜❡r ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ s✐❧✐❝❛
❝♦r❡ ❛♥❞ ✢✉♦✉r✐♥❡✲❞♦♣❡❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ♣r❡✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡
✜❜❡rs t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

✼✽



s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❧♦ss ✜❣✉r❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✶ ✵✳✷✵ ❞❇✴❦♠✳
❲✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ❧♦♥❣❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲

✐♥❞✉❝❡❞ ♣✉❧s❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❜❡❝❛♠❡ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♥❛r✲
r♦✇❜❛♥❞ ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡❞✮ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡rs ♦r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛✳ ■♥ t❤❡
❡❛r❧② ✶✾✼✵s✱ ✜❜❡r ❧♦ss❡s ✇❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ ❞❇✴❦♠✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
✽✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✾✵✵ ♥♠✳ ❊❛r❧② ✜❜❡r ❧✐♥❦s r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✱ ✉s✐♥❣
●❛❆s✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✶✶✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ✶✻✵✵ ♥♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦①②❧ ✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ✐♦♥ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ ■♥●❛❆sP ❧❛s❡rs✱ t❤✐s ❧❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞
✶✸✵✵ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ ✶✺✺✵ ♥♠✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼❪✮

✺✳✶✳✷ ❱❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs

❱❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①✐st✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ❊❛❝❤ ✜❜❡r t②♣❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r
❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦♥❧②✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿

✶❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❞❛t❛ s❤❡❡t ♦❢ ❈♦r♥✐♥❣ ❙▼❋✷✽ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✱
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢♦❝❡♥t❡r✳❝♦♠✴❋✐❜❡r✪✷✵❖♣t✐❝✪✷✵❈❡♥t❡r✪✺❈❝♦r♥✐♥❣✪✺❈❞❛t❛s❤❡❡ts✪✺❈s♠❢✲✷✽✳♣❞❢
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❙t❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜r✉♣t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❢t❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ ✇❤✐❝❤
r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝♦r❡ ✐♥❞❡① n1 ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥❞❡① n2✱

∆ =
n2
1 − n2

2

2n2
1

. ✭✺✳✶✮

❋♦r s✐❧✐❝❛✲❜❛s❡❞ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs✱ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1%✳ ❚❤❡
✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❞♦♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ ❣❡r♠❛♥✐✉♠✮ ♦r t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ ✢♦✉r✐♥❡✮✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ✭❞✮✳ ❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧♦✇✲❧♦ss ❜r♦❛❞❜❛♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❜✉t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✜❜❡rs ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵µ♠✳ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ✺✵µ♠
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❜✉t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r
s❤♦rt tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣❧❛st✐❝ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡
❛s ❧❛r❣❡ ❛s 1♠♠ ✇✐t❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ 7%✳ ❙✉❝❤ ✜❜❡rs ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥
✐♥❞✉str✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❡❛s② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❞❛t❛ r❛t❡s ❛r❡
r❛t❤❡r ❧♦✇✳

■♥ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
n1 ❛t t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ n2 ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ s✐❧✐❝❛✲❜❛s❡❞ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ 1%✳ ▲❛r❣❡ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ⑦ ✺✵µ♠ st✐❧❧
❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡❛s② ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs✷✳

❋♦r s♣❡❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ♥♦♥✲r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳
❍♦❧❡② ✜❜❡rs✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r ❛♥ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ❛✐r ❤♦❧❡s
t❤❛t ❛r❡ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛✐r ❤♦❧❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✐r ❤♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞❣❛♣
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ■♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❜❡rs✱ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ✭❣✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s t❤❛t
❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✲ ♦♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
✐s r❛✐s❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ✐t✳

✺✳✶✳✸ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❋♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s✱ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ (r, ϕ, z) ❛r❡
✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①❆✳✸✳ ❚♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ✉s✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡
✇❡❧❧ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ ❢❛r ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❛s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② t❤✐❝❦✳ ❋♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ϕ, z✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

n2(r) =

{
n2
1

[
1− 2∆g

(
r
a

)]
❢♦r 0 ≤ r < a,

n21 [1− 2∆] = n2
2 ❢♦r a ≤ r < ∞,

✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ g(r/a) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ g (0) = 0 ❛♥❞ g (1) = 1✳ ■♥ t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s n1✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙t❡♣✲✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦✜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(r/a) t❤❛t ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧❛r❣❡ s❧♦♣❡✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♣r♦✜❧❡s✱

g
( r
a

)
=
( r
a

)
q, 0 ≤ q <∞. ✭✺✳✸✮

✷❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ✏❋✐❡❧❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥❝❡✑ ❜② ❲✳ ❋r❡✉❞❡✳

✽✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❡①✐st ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡s✳ ❊❛❝❤ ✜❜❡r t②♣❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t s✉✐t❡❞ ❢♦r
❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦♥❧②✳ ✭❛✮ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r❀ ✭❜✮ ●r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡r❀ ✭❝✮ ❙✐♥❣❧❡✲
♠♦❞❡ ✜❜❡r❀ ✭❞✮ ❙✐❧✐❝❛✲❝♦r❡ ✜❜❡r ✇✐t❤ ✢✉♦r✐♥❡✲❛❞❞❡❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣❀ ✭❡✮ P❧❛st✐❝ ✜❜❡r❀ ✭❢✮ ❍♦❧❡② ✜❜❡r❀ ✭❣✮
P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✮

✽✶



❋♦r q → ∞ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ r❡s✉❧ts ✭n = n1 ❢♦r 0 ≤ r < a✱ ❛♥❞ n = n2 ❢♦r r ≥ a✮✱ ✇❤❡r❡❛s
✜♥✐t❡ q ❧❡❛❞s t♦ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✭✏❣r❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✑✮
q ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ q = 2 ❞❡✜♥❡s
❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳

✺✳✶✳✹ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✱ ❛♥ ❛♥s❛t③ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊qs✳ ✭✸✳✺✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿

E(r, t) = E(r, ϕ) exp (j (ωt− βz)) , ✭✺✳✹✮

H(r, t) = H(r, ϕ) exp (j (ωt− βz)) , ✭✺✳✺✮

❲r✐t✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①❆✳✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

1

r

∂Ez

∂ϕ
+ jβEϕ = − jωµ0Hr ✭✺✳✻✮

− jβEr −
∂Ez

∂r
= − jωµ0Hϕ ✭✺✳✼✮

1

r

(
∂
(
rEϕ

)

∂r
− ∂Er

∂ϕ

)
= − jωµ0Hz ✭✺✳✽✮

❛♥❞

1

r

∂Hz

∂ϕ
+ jβHϕ = jωǫ0n

2Er ✭✺✳✾✮

− jβHr −
∂Hz

∂r
= jωǫ0n

2Eϕ ✭✺✳✶✵✮

1

r

(
∂
(
rHϕ

)

∂r
− ∂Hr

∂ϕ

)
= jωǫ0n

2Ez ✭✺✳✶✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✱

Er = − j

k20n
2 − β2

(
β
∂Ez

∂r
+
ωµ0

r

∂Hz

∂ϕ

)
✭✺✳✶✷✮

Eϕ = − j

k20n
2 − β2

(
β

r

∂Ez

∂ϕ
− ωµ0

∂Hz

∂r

)
✭✺✳✶✸✮

Hr = − j

k20n
2 − β2

(
β
∂Hz

∂r
− ωǫ0n

2

r

∂Ez

∂ϕ

)
✭✺✳✶✹✮

Hϕ = − j

k20n
2 − β2

(
β

r

∂Hz

∂ϕ
+ ωǫ0n

2 ∂Ez

∂r

)
✭✺✳✶✺✮

❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❛♥s❛t③ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
Ez ❛♥❞ Hz✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
z−❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✺✳✷ ❙t❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs

✺✳✷✳✶ ❲❛✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✐♥ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡✳ ❋✐rst ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ez ❛♥❞ Hz✱ ❛♥❞ ✇❡

✽✷



❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❛s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥✲
t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❇② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r β✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ez ❛♥❞ Hz✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦♠❣❡♥❡♦✉s ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮✱ ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ∇2−♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥s❛t③❡s ❊qs✳ ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✮✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ez

∂r

)
+

1

r2
∂2Ez

∂ϕ2
+
(
k20n

2 − β2
)
Ez = 0 ✭✺✳✶✻✮

1

r

∂

∂r

(
r
∂Hz

∂r

)
+

1

r2
∂2Hz

∂ϕ2
+
(
k20n

2 − β2
)
Hz = 0 ✭✺✳✶✼✮

❲❡ ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ (r, ϕ)

∂r

)
+

1

r2
∂2Ψ (r, ϕ)

∂ϕ2
+
(
k20n

2 − β2
)
Ψ (r, ϕ) = 0, ✭✺✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Ψ ❝❛♥ st❛♥❞ ❢♦r Ez ♦r Hz✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜② ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Ψ (r, ϕ) = g (r) h (ϕ) . ✭✺✳✶✾✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✶✾✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

r

g (r)

∂

∂r

(
r
∂g (r)

∂r

)
+ r2

(
k20n

2 − β2
)

︸ ︷︷ ︸
C1

+
1

h (ϕ)

∂2h (ϕ)

∂ϕ2

︸ ︷︷ ︸
C2

= 0 ✭✺✳✷✵✮

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ r ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ✐s ♣✉r❡❧② ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ r ❛♥❞ ϕ✱ ❜♦t❤ ♣❛rts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ C1 = −C2✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r
♦❢ ❢❛❝t✱ h (ϕ) ♠✉st ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ϕ✱

h (ϕ+ 2π) = h (ϕ) ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r h ✐s ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

h (ϕ) =





cos (νϕ)
♦r

sin (νϕ)
❢♦r ν = 0, 1, 2 . . . , ✭✺✳✷✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ν = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ h = 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ Ψ = 0 ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
sin (νϕ)✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ez ♦r Hz ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♥♦♥③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛r❡
❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❚❊ ♦r ❚▼ ♠♦❞❡s✳

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r h (ϕ)✱ ❊q✳ ✭✺✳✷✷✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱

r2
∂2g (r)

∂r2
+ r

∂g (r)

∂r
+
[(
k20n

2 − β2
)
r2 − ν2

]
g (r) = 0. ✭✺✳✷✸✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①❆✳✸ ❬✷✾❪✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

✽✸



✶✳ k21r = k20n
2
1 − β2 > 0✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r 0 ≤ r ≤ a ❛♥❞

n = n1✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❛❞s

g (r) = C4 Jν

(
u
r

a

)
+ C5 Yν

(
u
r

a

)
✭✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ Jν (Yν) ❞❡♥♦t❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✭s❡❝♦♥❞✮ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦r❞❡r ν✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u =a
√
n2
1k

2
0 − β2 ✭✺✳✷✺✮

✷✳ k
(i)2
2r = β2 − k20n

2
2 > 0✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r

r > a ❛♥❞ n = n2✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈❡s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
r❡❛❞s

g (r) = C6 Iν

(
u
r

a

)
+ C7 Kν

(
u
r

a

)
✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Iν ❛♥❞ Kν ❞❡♥♦t❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

w =a
√
β2 − n2

2k
2
0 ✭✺✳✷✼✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✺✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t❡❞ ❜② r❡q✉✐r✲
✐♥❣ ✏♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✑ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t

∣∣Yν

(
u r
a

)∣∣ → ∞ ❢♦r r → 0✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸ ✭❛✮✳ ❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t C5 = 0 ✲ ♦t❤❡r✲
✇✐s❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t r = 0✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t

∣∣Iν
(
u r
a

)∣∣ → ∞ ❢♦r r → ∞✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸ ✭❜✮✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ✇❡ ♠✉st ❤❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡ C7 = 0✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Ψ (r, ϕ) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Ψ (r, ϕ) =

{
A Jν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r 0 ≤ r ≤ a

A Jν(u)
Kν(w) Kν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r r > a

✭✺✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ν = 0, 1, . . . ❛♥❞ ψ ∈
{
0; π

2

}
✳

❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r Ez ❛♥❞ Hz

❋r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ∂Hz/∂r ❛♥❞ ∂Ez/∂ϕ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t✱ ✐❢ Hz ❤❛s ❛ cos (νϕ)✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ Ez ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ sin (νϕ) ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ez (r, ϕ) =

{
A Jν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r 0 ≤ r ≤ a

A Jν(u)
Kν(w) Kν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r r > a

✭✺✳✷✾✮

Hz (r, ϕ) =

{
B Jν

(
u r
a

)
sin (νϕ+ ψ) ❢♦r 0 ≤ r ≤ a

B Jν(u)
Kν(w) Kν

(
u r
a

)
sin (νϕ+ ψ) ❢♦r r > a

✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ν = 0, 1, . . . ❛♥❞ ψ ∈
{
0; π

2

}
✳

✺✳✷✳✷ ❚❊✲✱ ❚▼✲ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡s ♦❢ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs

❚r❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ♠♦❞❡s

❋♦r ν = 0 ❛♥❞ ψ = π
2 t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s✱

Ez (r, ϕ) = 0 ✭✺✳✸✶✮

Hz (r, ϕ) =

{
B J0

(
u r
a

)
❢♦r 0 ≤ r ≤ a

B J0(u)
K0(w) K0

(
u r
a

)
❢♦r r > a

✭✺✳✸✷✮

✽✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ P❧♦ts ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✭❛✮ Jν ❛♥❞ Yν ❞❡♥♦t❡ ν✲t❤
♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t

∣∣Yν

(
u r
a

)∣∣ → ∞ ❢♦r
r → 0✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♥♦t s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✭♥❡❛r r = 0✮✳ ✭❜✮ Iν ❛♥❞ Kν ❞❡♥♦t❡ ν✲t❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✐✜❡❞
❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t

∣∣Iν
(
u r
a

)∣∣ → ∞ ❢♦r r → ∞✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♥♦t
s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
✭❢♦r r → ∞✮✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

Er = 0; Eϕ 6= 0; Ez = 0 ✭✺✳✸✸✮

Hr 6= 0; Hϕ = 0; Hz 6= 0 ✭✺✳✸✹✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✷✮ ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

Er = 0 ✭✺✳✸✺✮

Eϕ = jωµ0

{
−Ba

u J1
(
u r
a

)
❢♦r 0 ≤ r ≤ a

Ba
w

J0(u)
K0(w) K1

(
w r

a

)
❢♦r r > a

✭✺✳✸✻✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Eϕ ❛t r = a ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚❊ ♠♦❞❡s✿

J1 (u)

u J0 (u)
= − K1 (w)

wK0 (w)
✭✺✳✸✼✮

✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2, ✭✺✳✸✽✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✸✳✹✾✮✱

V = ak0

√
n2
1 − n22. ✭✺✳✸✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Hr ❛t r = a r❡♣r♦❞✉❝❡s ❊q✳ ✭✺✳✸✼✮✳ ❊qs✳ ✭✺✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✽✮ ♠✉st ❜❡
s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ u✱ w✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ β✳

✽✺



❚r❛♥s✈❡rs❡✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❚▼✮ ♠♦❞❡s

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ν = 0 ❛♥❞ ψ = 0✱

Ez (r, ϕ) =

{
A J0

(
u r
a

)
❢♦r 0 ≤ r ≤ a

A J0(u)
K0(w) K0

(
u r
a

)
❢♦r r > a

✭✺✳✹✵✮

Hz (r, ϕ) = 0 ✭✺✳✹✶✮

❋♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡✲♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❚▼✮ ♠♦❞❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

Er 6= 0; Eϕ = 0; Ez 6= 0 ✭✺✳✹✷✮

Hr = 0; Hϕ 6= 0; Hz = 0 ✭✺✳✹✸✮

❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ Hϕ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✺✮ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t r = a✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❚▼ ♠♦❞❡s✿

J1 (u)

u J0 (u)
= −

(
n2

n1

)2
K1 (w)

wK0 (w)
✭✺✳✹✹✮

✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2. ✭✺✳✹✺✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ n2Er ❛t r = a r❡♣r♦❞✉❝❡s ❊q✳ ✭✺✳✹✹✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✺✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✺✮
②✐❡❧❞s u✱ w✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ β✳

❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡s

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ Ez ❛♥❞ Hz ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❤②❜r✐❞
♠♦❞❡s✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✵✮ ✐♥t♦ ❊qs✳ ✭✺✳✶✷✮ t♦ ✭✺✳✶✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t r = a
✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✺❪✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡s✱

[
J′ν (u)

u Jν (u)
+

K′
ν (w)

wKν (w)

] [
J′ν (u)

u Jν (u)
+

(
n2
n1

)2
K′

ν (w)

wKν (w)

]
✭✺✳✹✻✮

= ν2
[
1

u2
+

1

w2

] [
1

u2
+

(
n2

n1

)2
1

w2

]
✭✺✳✹✼✮

✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2 ✭✺✳✹✽✮

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✺✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✺✮ ②✐❡❧❞s u✱ w✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ β✳

❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♠♦❞❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞s

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s V ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r ♠♦❞❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❚✇♦ ✐♥t❡❣❡r s✉❜s❝r✐♣ts ν ❛♥❞
µ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✜rst s✉❜s❝r✐♣t ν ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡s
t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❊✲
♠♦❞❡s ❡①✐st ♦♥❧② ❢♦r ν = 0 ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❚❊0µ✲♠♦❞❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① µ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Eϕ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❚▼0µ ✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱

✽✻



❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ♠❛❣❡♥t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Hϕ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① µ✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❊❍νµ ❛♥❞ ❍❊νµ✲♠♦❞❡s ❡①✐st ❢♦r
ν ≥ 1 ❛♥❞ ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ sin (νϕ) ❛♥❞ cos (νϕ)✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ❛s
❊❍νµ ♦r ❍❊νµ✲♠♦❞❡s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t✿ ❋♦r ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t Hz✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ❊❍νµ✱ ✇❤❡r❡❛s ❛
❞♦♠✐♥❛♥t Ez✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❍❊νµ✲♠♦❞❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❍❊11✲♠♦❞❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞
❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ t❤✐s ♠♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ✭✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❢♦❧❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✮ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t
♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡
s❡t✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t β = n2k0✱ w = 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ V = u ❛t ❝✉t✲♦✛✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♥♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
♠♦❞❡s ❡①✐st ✐❢

V = V01 ≈2.405, ✭✺✳✹✾✮

✇❤❡r❡ V01 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜rst ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ✵t❤✲♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ J0 (V )✳
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r ❢♦r♠ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝✉t♦✛✲❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ t♦ t❤❡ ❚❊01✲✱ ❚▼01✲✱ ❛♥❞
❍❊21✲♠♦❞❡s✱ ♦r t♦ t❤❡ ❍❊12✲✱ ❍❊31✲✱ ❛♥❞ ❊❍11✲♠♦❞❡s✳ ❋♦r ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✜❜❡rs✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡
❢❛♠✐❧✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡
♦❢ ❛ st❡♣ ✐♥❞❡① ✜❜❡r ✐s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❍❊11✲♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② V01 ≈ 2.405 ❢♦r
✜rst ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ✵t❤✲♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ J0 (V )✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡s ❢♦r♠ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝✉t♦✛✲❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❚❊01✲✱ ❚▼01✲✱ ❛♥❞ ❍❊21✲♠♦❞❡s✱ ♦r t❤❡ ❍❊12✲✱ ❍❊31✲✱ ❛♥❞ ❊❍11✲♠♦❞❡s✳ ✭❆❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✻❪✮
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✺✳✷✳✸ ▲✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✭▲P✮ ♠♦❞❡s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❚❊✱ ❚▼ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ◆♦ s♣❡❝✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② st❡♣✲✐♥❞❡① ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤
r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ ✐s
✈❡r② s♠❛❧❧✱ t②♣✐❝❛❧❧② 0.3%✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❞r❛st✐❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ✉s✐♥❣ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✭▲P✮ ♠♦❞❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ ❤✐♥❞s✐❣❤t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣♦r♦✉s
❛♥❛❧②s✐s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❊qs✳ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞
✭✷✳✷✺✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱

∇2Ex +
(
k20n

2 − β2
)
Ex = 0 ✭✺✳✺✵✮

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ▼❛r❝❛t✐❧✐✬s tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✜❡❧❞
❞♦♠✐♥❛t❡s ✇❤❡r❡❛s Ey ✈❛♥✐s❤❡s✱ |Ex| ≫ |Ez| ❛♥❞

∣∣Ey

∣∣ = 0✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✻✮ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ (r, ϕ)

∂r

)
+

1

r2
∂2Ψ (r, ϕ)

∂ϕ2
+
(
k20n

2 − β2
)
Ψ (r, ϕ) = 0, ✭✺✳✺✶✮

✇❤❡r❡ Ψ (r, ϕ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✷✮✱
t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥s❛t③ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❇❡ss❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ r✳ ❚❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jν ✭♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Kν✮ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s
♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ✭❝❧❛❞❞✐♥❣✮ r❡❣✐♦♥✳

❚♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r = a ❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ Ex✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♥ Eϕ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛♥ Er✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
t❤❛t ♦❜❡② ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❚❤❡ Eϕ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❛♥❣❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❛♥❞ ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ Er✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤
n2Er ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❛♥t✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✐s ❧♦✇✱ n2

1/n
2
2 ≈ 1✱ ❜♦t❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐❢ ✇❡ r❡q✉✐r❡ Ψ (r, ϕ) t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✷✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψ (r, ϕ) =

{
A Jν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r 0 ≤ r ≤ a

A Jν(u)
Kν(w) Kν

(
u r
a

)
cos (νϕ+ ψ) ❢♦r r > a

, ✭✺✳✺✷✮

✇❤❡r❡ ν = 0, 1, 2, . . . ❛♥❞ ψ ∈
{
0; π

2

}
✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs u ❛♥❞ w ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t r = a✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ Ez✲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥

∇ ·D(r, t) = ∇ ·
(
ǫ0n

2(r)E(r, t)
)
≈ ǫ0n

2(r)∇ ·E(r, t) =

= ǫ0n
2(r)

(
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
− jβEz

)
e j(ωt−βz) = 0, ✭✺✳✺✸✮

✇❤✐❝❤ ❢♦r Ey = 0 ❧❡❛❞s t♦

Ez = − j

β

∂Ex

∂x
= − j

β

(
cosϕ

∂Ψ

∂r
− sinϕ

r

∂Ψ

∂ϕ

)
✭✺✳✺✹✮

✽✽



◆♦t❡ t❤❛t Ψ (r, ϕ) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝r♦ss r = a ❛♥❞ t❤❛t Ψ (r, ϕ) ❤❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ϕ✲
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡✱ ✐✳❡✳✱ ∂Ψ/∂ϕ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❊q✳ ✭✺✳✺✹✮ ❤❡♥❝❡
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ∂Ψ/∂r ♠✉st ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s✿

u J′ν (u)

Jν (u)
=
wK′

ν (w)

Kν (w)
✭✺✳✺✺✮

✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2 ✭✺✳✺✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ν > 0✱

J′ν (u) = Jν−1 (u)−
ν

u
Jν (u) , ✭✺✳✺✼✮

K′
ν (w) = −Kν−1 (w)−

ν

w
Kν (w) , ✭✺✳✺✽✮

❊q✳ ✭✺✳✺✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱

u Jν−1 (u)

Jν (u)
= −wKν−1 (w)

Kν (w)
, ✭✺✳✺✾✮

✇❤❡r❡

u2 + w2 = V 2. ✭✺✳✻✵✮

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ν = 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞❡♥t✐t✐❡s

J−ν (u) = (−1)
ν
Jν (u) ✭✺✳✻✶✮

K−ν (w) = Kν (w) ✭✺✳✻✷✮

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲P0µ✲♠♦❞❡s✱

u J1 (u)

J0 (u)
=
wK1 (w)

K0 (w)
. ✭✺✳✻✸✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✸✮ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✾✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
u2+w2 = V 2✱ ❊q✳ ✭✺✳✻✵✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❞❡①
ν = 0, 1, 2, 3 . . . r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿
❚❤❡r❡ ❛r❡ 2ν ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞❡① µ = 1, 2, 3, . . . ❧❛❜❡❧s t❤❡
✈❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ν ❛♥❞ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②
♠❛①✐♠❛ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ µ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ν = 0, t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠
❛t r = 0 ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳
◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ▲P0µ✲♠♦❞❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
✭❞♦♠✐♥❛♥t Ex✲ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛♥t Ey✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✳ ❋♦r ν > 1✱ t❤❡ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ❛r❡ ❢♦✉r✲❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✿
❚✇♦ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s cos νϕ✱ sin νϕ ✭r♦t❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② 90 ◦✮ ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✳

✽✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ▲P✲♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✺✳✺✾✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ u2 + w2 = V 2✱ ❊q✳ ✺✳✻✵✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮

❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ❛♥❞ ❤②❜r✐❞✱ ❚❊✲ ❛♥❞ ❚▼✲♠♦❞❡s

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❤②❜r✐❞✱
❚❊✲ ❛♥❞ ❚▼✲♠♦❞❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▲P01✲♠♦❞❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❍❊11✲♠♦❞❡ ♦❢
t❤❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❧♦✇❡r ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s ❣✉✐❞❡❞✳
❚❤❡ ▲P1µ✲♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❊2µ✲✱ ❚❊0µ✲ ❛♥❞ ❚▼0µ✲♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❋♦r ν > 1✱ t❤❡ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❊ν+1,µ✲ ❛♥❞ ❊❍ν−1,µ✲♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ❛♥❞
❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

▲P0µ ⇔ ❍❊1µ,

▲P1µ ⇔ ❍❊2µ, ❚❊0µ, ❚▼0µ,

▲Pνµ ⇔ ❍❊ν+1,µ, ❊❍ν−1,µ ❢♦r ν > 1.

❈✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣
❧✐♠✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①t❡♥❞s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ β → n2k0. ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s✿

w = a
√
β2 − n22k

2
0 → 0, ✭✺✳✻✹✮

u =
√
V 2 − w2 → V, ✭✺✳✻✺✮

w
Kν−1 (w)

Kν (w)
→ 0. ✭✺✳✻✻✮

✾✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ▼♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① ν = 0, 1, 2, 3 . . . ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s l ✐♥ t❤✐s
✜❣✉r❡✮ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭2ν ✐♥t❡♥✲
s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞❡① µ = 1, 2, 3, . . . ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s m✮ ❣✐✈❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ν = 0, t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠✉♠ ❛t r = 0
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r♣✲♣❤♦t♦♥✐❝s✳❝♦♠✴♠✉❧t✐♠♦❞❡❴✜❜❡rs✳❤t♠❧✮

✾✶

http://www.rp-photonics.com/multimode_fibers.html


❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ▲✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✭▲P✮ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡s✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▲P01✲♠♦❞❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ❍❊11✲♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ▲P11✲♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❊21✲✱ ❚❊01✲ ❛♥❞ ❚▼01✲
♠♦❞❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲P0µ✲♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲P2,µ−1✲♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✻❪✮

❋r♦♠ ❊q✳ ✺✳✻✸✱ ✇❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Jν−1 (V ) = 0 ❛t ❝✉t✲♦✛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❚❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② Vνµ,❝ ♦❢ t❤❡ ▲Pνµ✲♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ µ✲t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ③❡r♦ jν−1,µ ♦❢ t❤❡
(ν − 1)✲t❤ ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Jν−1✱

Vνµ,❝ = jν−1,µ, ✭✺✳✻✼✮

✇❤❡r❡ u = 0 ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❛ ③❡r♦ ♦❢ Jν−1 (u) ♦♥❧② ❢♦r ν = 0✱

V01,❝ = j−1,1 = 0, ✭✺✳✻✽✮

V0µ,❝ = j−1,µ = j1,µ−1 = V2,µ−1,❝. ✭✺✳✻✾✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ▲P0µ✲♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲P2,µ−1✲♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s❡❡
❋✐❣✳ ✺✳✼✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✜❜❡rs

■❢ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇❡ss❡❧ ③❡r♦s jν−1,µ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧ jν−1,µ < V ✱ ✇❤❡r❡ ν = 0, 1, 2 . . . ❛♥❞
µ = 1, 2 . . . ❋♦r ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❛r❣❡
③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❬✶❪

jν−1,µ ≈
(
µ+

1

2
ν − 3

4

)
π < V. ✭✺✳✼✵✮

■♥ ❛ ν−µ−❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❝❝✉♣② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② jν−1,µ =(
µ+ 1

2ν − 3
4

)
π✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉r✲

❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✲ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r

✾✷



♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

Mg ≈4 · 1
2
· 2
(
V

π
− 1

4

)
·
(
V

π
− 1

4

)
≈ 4

π2
V 2 ≈ V 2

2
. ✭✺✳✼✶✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ▲Pνµ✲♠♦❞❡s ✐♥ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② jν−1,µ =

(
µ+ 1

2ν − 3
4

)
π ✇❤❡r❡ ν = 0, 1, 2, 3 . . . ❛♥❞

µ = 1, 2, 3 . . . ✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉r✲❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳

✺✳✸ ●r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❞❡❛❧ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝❧❛❞❞✐♥❣
r❡❣✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ✜❜❡rs ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✲ t❤✐s ✐s ❡✐t❤❡r ❜② ❞❡s✐❣♥ ♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs ✭✏●❘■◆✲❧❡♥s❡s✑✮ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ n2 ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s✱ ✐✳❡✳✱ q = 2 ✐♥
❊q✳ ✭✺✳✷✮✳ ❖t❤❡r ✜❜❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ st❡♣✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s✱ ❜✉t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✐♥❞❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛r② ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✐♥ r ❛♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ϕ✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ ❊qs✳ ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t n2 (r)✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ✜❜❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❦❡t❝❤ ❤♦✇ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ✏❋✐❡❧❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ✭❋P❈✮✑ ❬✾❪ ❛♥❞ ✐♥ t❡①t❜♦♦❦s ❬✺❪✳

✺✳✸✳✶ ■♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✜❧❡

❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ q = 2 ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✮✳ ❚♦
❡♥❛❜❧❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞✱
✐✳❡✳✱

n2(r) = n21 [1− 2∆g(r/a)] ✭✺✳✼✷✮

g
( r
a

)
=
( r
a

)2
, ✐♥ 0 ≤ r <∞ ✭✺✳✼✸✮

✾✸



❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ n2(r) ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r
r → ∞✱ ❜✉t ❡rr♦rs ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❡①t❡♥❞
❢❛r ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲P✲♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st❡♣ ✐♥❞❡① ✜❜❡rs✳

❋✐rst ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡
♠❛② ❤❡♥❝❡ ✉s❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✺✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ♦♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❈❛rt❡s✐❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ψ (r) = Ψ (r, ϕ) exp (−❥βz)✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ Ψ (r, ϕ) ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✱

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ (r, ϕ)

∂r

)
+

1

r2
∂2Ψ (r, ϕ)

∂ϕ2
+
(
k20n

2 (r)− β2
)
Ψ (r, ϕ) = 0, ✭✺✳✼✹✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥✲
❝✐❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t✱

Ψ (r, ϕ) = Q(r) cos (νϕ+ ψ) , ✭✺✳✼✺✮

✇❤❡r❡ ν = 0, 1, 2, . . . ❛♥❞ ψ ∈
{
0; π

2

}
✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Q(r) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❬✸✶❪ ✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ●❛✉ss✲▲❛❣✉❡rr❡ ♠♦❞❡s

Qνµ(r) =
√

2/n1

w2
0π

√
(µ−1)!

(ν+µ−1)!

(
2r2

w2
0

)ν/2
e−r2/w2

0 L
(ν)
µ−1

(
2r2

w2
0

)
, ✭✺✳✼✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞ r❛❞✐✉s w0 ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

w2
0 =

a2

V/2
✭✺✳✼✼✮

L
(ν)
µ̄ ❞❡♥♦t❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✱ L

(0)
µ̄ ≡ Lµ̄ ♦r❞✐♥❛r② ▲❛❣✉❡rr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ µ̄ ❛♥❞ ♦r❞❡r ν✿

L
(ν)
µ̄ (x) =

µ̄∑
i=0

(
µ̄+ν
µ̄−i

) (−x)i

i! , lim
x→∞

L
(ν)
µ̄ (x)

xµ̄ = (−1)µ̄

µ̄! , ν, µ̄ = 0, 1, 2, . . . ,

L
(ν)
0 (x) = 1, L

(ν)
1 (x) = −x+ ν + 1,

L
(ν)
2 (x) = 1

2

[
x2 − 2(ν + 2)x+ (ν + 1)(ν + 2)

]
.

✭✺✳✼✽✮

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱

β = k1
√
1− 2δ,

δ

∆
=

m

m♠❛①

, m = ν + 2µ− 1, m♠❛① =
V

2
; w2

0 =
a2

V/2
. ✭✺✳✼✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆ =
n2
1 − n22
2n2

1

≈ n1 − n2

n1
. ✭✺✳✽✵✮

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❤❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤
✜❡❧❞ r❛❞✐✉s w0✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r m = const ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t β ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✼✻✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✜❜❡r✱ s❡❡ ❊qs✳ ✭✺✳✼✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✼✸✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✭✜♥✐t❡✮ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥t♦ t❤❡
❝❧❛❞❞✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t r = a✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s
✐❢ V ≫ VνµG✳

✾✹



❆ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① ν ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ cos (νϕ) ♦r sin (νϕ)✱ ✇❤❡r❡ 2ν ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① µ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ν ❛♥❞ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ν = 0✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t
r = 0 ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ●❛✉ss✲▲❛❣✉❡rr❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✲✐♥❞❡① ✜❜❡r ✭a = 23µ♠; AN = 0.2; V =
46; λ = 0.6328µ♠✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① ν ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ cos (νϕ) ♦r
sin (νϕ)✱ ✇❤❡r❡ 2ν ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✳ ❚❤❡
♠♦❞❡ ✐♥❞❡① µ ❜❡❛♠ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ν ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡♥s✐t② ♠❛①✐♠❛ ✐♥ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t r = 0 ❢♦r ν = 0✮✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
✜❜❡r✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✭ν = 0✱ µ = 1✮ ✐s 4.8µ♠✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s

❚❤❡ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② VνµG ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① (ν, µ) ♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t
β = k2✱ ✐✳❡✳✱ δ = ∆ ❛♥❞ m = mmax = V

2 ✱ ❛t ❝✉t♦✛✱ s❡❡ ❊q✳ ✭✺✳✼✾✮✳ ●✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♠✉st ❤❡♥❝❡ ❢✉❧✜❧❧
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

ν + 2µ− 1 <
V

2
. ✭✺✳✽✶✮

❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛❣❛✐♥ t♦ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ (ν, µ)✲♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts
(
V
2 − 1, 0

)
❛♥❞

(
0, V4 + 1

2

)
✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs (ν, µ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❢♦✉r✲❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡ ✭t✇♦

✾✺



♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ cos (νϕ)✲ ❛♥❞ sin (νϕ)✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡

Mg ≈4 · 1
2
·
(
V

2
− 1

)
·
(
V

4
+

1

2

)
≈ V 2

4
✭✺✳✽✷✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✳✼✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✽✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛❝❝❡♣ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
♦♥❧② ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛s ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✜❜❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✿ ❚❤❡ ❣✉✐❞❡❞
♠♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ν+2µ−1 = V/2. ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t②
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉r✲❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳

✺✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s

❋♦r ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t q✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛s
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ψ (r, ϕ) ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦r❡
r❡❣✐♦♥ r < a ✱

Ψ (r, ϕ) = A
( r
a

)ν ∞∑

i=0

ci

( r
a

)i
cos (νϕ+ ψ) , ✭✺✳✽✸✮

✇❤❡r❡ ν = 0, 1, 2, . . . ❛♥❞ ψ ∈
{
0; π

2

}
✳ ■♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Kν (w) ♦❢ ♦r❞❡r ν✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❝✉rr❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ❛♥❞ t♦ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ν +

∑∞
i=0 ici∑∞
i=0 ci

=
wK

′

ν (w)

Kν (w)
, ✭✺✳✽✹✮

✇❤❡r❡ w = a
√
β2 − n2

2k
2
0✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪✳

✺✳✹ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs

■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ❧✐❣❤t ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜❜❡r ❝♦r❡ ✇❤♦s❡ r❡❢r❛❝✲
t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❛r❡❛✳ ■♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t②

✾✻



♦❢ ✜❜❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ✜❜❡r str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤t r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✜❜❡r ❞❡s✐❣♥s
❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✳

❍♦❧❡✲❛ss✐st❡❞ ✜❜❡rs

❆ ❧❛r❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢
❛✐r ❤♦❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t✐❣❤t ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t
t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❜❡rs ✭❍◆▲❋✮✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ✜❜❡rs✱ ❧❛r❣❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② t♦ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ♣✉♠♣❡❞ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t✱ ❍◆▲❋ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✭❝✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❍✐❣❤❧②✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs❀ ✭❛✮ ❍✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st s♠❛❧❧✲❝♦r❡ ✜❜❡r
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❧❞ ❜② t✇♦ s✉s♣❡♥❞❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚✐❣❤t ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❣❧❛ss✲❝♦r❡ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛✐r✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✵❪✮ ✭❜✮ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❤♦❧❡✲❛ss✐st❡❞ ✜❜❡r ✭✏❤♦❧❡② ✜❜❡r✑✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❝♦r❡
❛♥❞ ❛ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❝❛♥
❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✵❪✮ ✭❝✮ ❙✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡r✿ ❚❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❧❡❛❞ t♦
str♦♥❣ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍✐❣❤✲♣♦✇❡r ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛t ♦♥❡ ❡♥❞
❛r❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭❙P▼✮✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❛t❤✳❛❝✳✉❦✴♣❤②s✐❝s✴❣r♦✉♣s✴❝♣♣♠✴♥♦♥❧✐♥❡❛r❴♣❝❢✳♣❤♣✮

❇r❛❣❣ ✜❜❡rs

■♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇r❛❣❣ ✜❜❡rs✱ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s ♦❢ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛r♦✉♥❞
❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✭❛✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s r❡✢❡❝t❡❞✳
■❢ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦✲

✾✼

http://www.bath.ac.uk/physics/groups/cppm/nonlinear_pcf.php


❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ P❤♦t♦♥✐❝✲❜❛♥❞❣❛♣ ✜❜❡rs✳ ✭❛✮ ❇r❛❣❣ ✜❜❡r✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s ♦❢ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞
❧♦✇✲✐♥❞❡① ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♠❛② ❜❡ s♦❧✐❞ ♦r ❤♦❧❧♦✇
✭❤♦❧❧♦✇✲❝♦r❡ ✜❜❡r✮✳ ✭❜✮ P❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ✜❜❡r ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r
♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛✐r ❤♦❧❡s✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛✐r ❤♦❧❡s ❢♦r♠ ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ✭❝✮
❍♦❧❧♦✇✲❝♦r❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❤♦❧❧♦✇ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮

r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✸✳ ▲✐❣❤t ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❇r❛❣❣ ✜❜❡r ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❝♦r❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✉s❡ ❛ ❤♦❧❧♦✇
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ✜❜❡rs t❤❛t ❝❛rr② ❧❛r❣❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡rs ❛s ✐♥ ❧❛s❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❇r❛❣❣ ✜❜❡rs ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝✲❜❛♥❞❣❛♣ ✜❜❡rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❧✐❡✉ ♦❢
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧❛②❡rs✱ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛✐r ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❜❛♥❞❣❛♣✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ✜❜❡r✱ s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

P❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ✜❜❡rs

❏✉st ❧✐❦❡ ✐♥ ❇r❛❣❣ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
❛✐r ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ❚❤❡s❡ ✜❜❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧ ✜❜❡rs
✭P❈❋✮ ♦r ❤♦❧❡② ✜❜❡rs✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ P❈❋ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦❧✐❞ ♦r ❤♦❧❧♦✇ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦❧❧♦✇✲
❝♦r❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛✲s❤♦rt ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r ♣✉❧s❡s ♦r ❢♦r
s❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▼♦❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs

❚❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝✐r❝✉❧❛r s②♠♠❡tr✐❝✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷
❛♥❞ ✺✳✶✶✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✳
❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✸ ❛♥❞ ✺✳✶✹✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✲ ❛♥ Ex✲♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ Ey✲♠♦❞❡✳ ❚❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭ne = 1.4455✮✱ ❛♥❞ ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✳

✸❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❜❛♥❞❣❛♣ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❤②s✐❝s✿ ■♥ ❛ s❡♠✐✲
❝♦♥❞✉❝t♦r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❛t♦♠s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧✱ ❛ r❡❣✉❧❛r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❛♥❞s ❢♦r ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡
r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ r❡❢✳ ❬✶✺❪ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝r②st❛❧s✳

✾✽



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❤♦❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ✜❜❡r ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ Ex✲♠♦❞❡s✳ ✭❜✮ Ey✲♠♦❞❡s✳ ❉✉❡ t♦ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭ne = 1.4455✮✱ ❛♥❞ ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡s ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ z✳

✾✾



✺✳✺ ❋✐❜❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✜❜❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✜❜❡r ❞r❛✇✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥
❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❡①t❜♦♦❦s
s✉❝❤ ❛s ❬✶✶❪✱ ❬✶✵❪✱ ♦r ❬✸✷❪✳

✺✳✺✳✶ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs

❋✐❜❡r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❖♥❡✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐q✉❡✜❡❞ ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♦❧✐❞
♣r❡❢♦r♠ r♦❞ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞r❛✇♥ ✐♥t♦ ❛ t❤✐♥ t❤r❡❛❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳

❖♥❡✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❖♥❡✲st❛❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r t✇♦✲st❛❣❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❢❛st
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲❝r✉❝✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ✜❜❡rs ❢r♦♠ ♠✉❧t✐❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏s♦❢t ❣❧❛ss❡s✑✳

❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝r✉❝✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✭❛✮✳ ■t ❝♦♠♣r✐s❡s t✇♦ ❤❡❛t❡❞
❝r✉❝✐❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦③③❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❝r✉❝✐❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡❧t ♦❢ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❝♦r❡
♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦✉t❡r ♦♥❡ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❧t❡♥ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡❧ts
❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ❝♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳
❉✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡❛❞ t♦ ❣r❛❞❡❞✲✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❞r❛✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝♦❛t❡❞ ❜② r❡s✐♥ ✇❤✐❝❤
✐s ❝✉r❡❞ ❜② ❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ r❡✢❡❝t♦r ✉♥✐t✳ ❉r❛✇✐♥❣ s♣❡❡❞ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝❛♣st❛♥✹ ❞r✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ✜♥❛❧❧② ❝♦✐❧❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❜♦❜❜✐♥✳

❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛st✐❝✲❝❧❛❞ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ♦r ♣♦❧②♠❡r✲❝❧❛❞
s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ✭P❈❙✮✱ ✐✳❡✳✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s✐❧✐❝❛✲❜❛s❡❞ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦r❡
♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s t❤❡♥ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✉❝✐❜❧❡ ♦❢ ♠♦❧t❡♥ ❣❧❛ss ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♠❡r
❝❧❛❞❞✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦st ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜✉t ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss✱ s✉❝❤
t❤❛t P❈❙ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋♦r ❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ s✐♠♣❧❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲st❛❣❡
♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝r✉❝✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦st✲❡✣❝✐❡♥t ♠❛ss
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❜❡rs ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛♥❞
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❚✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❚✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✜❜❡r s❡❝t✐♦♥s
♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣✉r✐t② ❛♥❞ ✜❜❡r ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❧♦ss s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs✳ ❆♥ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢♦r ❞r❛✇✐♥❣
♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✐♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✭❜✮✳ ❉r❛✇✐♥❣ st❛rts ❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞
♣r❡❢♦r♠ r♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r❡❢♦r♠ ✐s ❤❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ✜❧❛♠❡♥t ❤❡❛t❡r✳ ❋♦r s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss❡s✱ t②♣✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♠♦✉♥t t♦
✷✵✵✵ ✲ ✷✶✵✵ ➦❈✳ ❆ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❆r ❣❛s ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❚❤❡
✜❜❡r ✐s t❤❡♥ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝r✉❝✐❜❧❡
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢♦r♠ r♦❞ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s
❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✹❆ ❝❛♣st❛♥ ❞r✐✈❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♥❣ s♣✐♥❞❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✭r✉❜❜❡r✮ ✇❤❡❡❧s✱
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✐♥❝❤ r♦❧❧❡rs✳ ❈❛♣st❛♥ ❞r✐✈❡s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❛♣❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ t❛♣❡ r❡❝♦r❞❡rs✳

✶✵✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳ ✭❛✮ ❖♥❡✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✿ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠
❧✐q✉❡✜❡❞ ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ ❝r✉❝✐❜❧❡s ✭❞♦✉❜❧❡✲❝r✉❝✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✮✳
✭❜✮ ❚✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✿ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞ ♣r❡❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜②
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✮

✶✵✶



✺✳✺✳✷ ❋✐❜❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

●❧❛ss ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
✜❜❡r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ●❧❛ss❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❡ ♥♦♥❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞
r❛♥❞♦♠❧②✳ ●❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❧✐q✉✐❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦③❡♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❜② ✈❡r② ❢❛st
❝♦♦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r❡✈❛❧❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❣❧❛ss ✐♥ ❡✈❡r②❞❛②✬s ❧✐❢❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❞❛✲❧✐♠❡✲s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss
✭●❡r♠❛♥✿ ❑❛❧❦✲◆❛tr♦♥✲●❧❛s✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ♦❢ ❙✐❖2 ✭✼✶✲✼✺✪✮✱ ◆❛❖2 ✭✶✷✲✶✻✪✮✱ ❛♥❞ ❈❛❖
✭✶✵✲✶✺✪✮ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✇✐♥❞♦✇ ♣❛♥❡s✱ ❜♦tt❧❡s✱ ❥❛rs ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ s♦❞❛✲
❧✐♠❡✲s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✐s ♥♦t ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ s♣❡❝✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❧❛ss ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦r ❤✐❣❤❧②
♣✉r❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳

❋✐❜❡rs ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❧❛ss❡s

❖♣t✐❝❛❧ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s
r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✹✹ ❛♥❞ ✶✳✽ ❛t ✈✐s✐❜❧❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✺✳ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t②♣✐❝❛❧❧② ❛♠♦✉♥t
t♦ 1 ❞❇✴♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❢♦r✱
❡✳❣✳✱ ✜❜❡r ❜✉♥❞❧❡s ❢♦r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡✲tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❡♥❞♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

●❧❛ss ✜❜❡rs ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s♦❧✐❞ ♣r❡❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
r♦❞✲✐♥✲t✉❜❡ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳ ■♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ ❤✐❣❤✲✐♥❞❡① ❣❧❛ss r♦❞ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛
❧♦✇✲✐♥❞❡① ❥❛❝❦❡t t✉❜❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r♦❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧♦ss✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ✈❡r② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜r❡✲
♣♦❧✐s❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ❝♦r❡ ❣❧❛ss ✐s ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
t✉❜❡ ♦r s✉❝❦❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✉❜❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ♣✉♠♣✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ s♦❢t✲❣❧❛ss ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❧✐q✉❡✜❡❞ ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❛ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❘♦❞✲✐♥✲t✉❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ❆ ❝♦r❡ r♦❞ ♦❢ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦
❛ ❣❧❛ss t✉❜❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❤tt♣✿✴✴❤❡r❛❡✉s✲q✉❛r③❣❧❛s✳❝♦♠✮

▲♦✇✲❧♦ss s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✜❜❡rs

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜❜❡rs ❢♦r ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❤✐❣❤❧②✲♣✉r❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛
✭❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2✱ ●❡r♠❛♥✿ ◗✉❛r③❣❧❛s✮✳ ❊✈❡♥ s♠❛❧❧❡st ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈r✱ ▼♥✱
❱✱ ❋❡ ♦r ❈✉ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss s✉❝❤ t❤❛t ♣✉r✐t② ❣r❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✶ ♣♣❜ ❛r❡
♥❡❡❞❡❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ ❤✐❣❤❧② ✉♥✐❢♦r♠ ✜❜❡r ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❦❡❡♣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss❡s
s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t✇♦✲st❛❣❡ ✜❜❡r ❞r❛✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✷ ❞❇✴❦♠✳

✺❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❙❝❤♦tt ❣❧❛ss ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝❤♦tt✳❝♦♠✴❛❞✈❛♥❝❡❞❴♦♣t✐❝s✴❡♥❣❧✐s❤✴t♦♦❧s❴❞♦✇♥❧♦❛❞s✴❞♦✇♥❧♦❛❞✴
✐♥❞❡①✳❤t♠❧★❖♣t✐❝❛❧✪✷✵●❧❛ss✳

✶✵✷

http://heraeus-quarzglas.com
http://www.schott.com/advanced_optics/english/tools_downloads/download/index.html#Optical%20Glass
http://www.schott.com/advanced_optics/english/tools_downloads/download/index.html#Optical%20Glass


❚❤❡ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ ♣r❡❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♠❛❞❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❜② ♦①✐❞✐③✐♥❣ s✐❧✐❝♦♥ t❡tr❛❝❤❧♦r✐❞❡ ✭❙✐❈❧4✮
✐♥ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ♣r♦❝❡ss ②✐❡❧❞✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ s♠❛❧❧ ❣❧❛ss ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s❡❡
❋✐❣✳ ✺✳✶✼✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❧✐❝❛ s♦♦t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♠❡❧t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡❢♦r♠✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ s♠❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❆❞❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts
♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ●❡❈❧4 ♦r P❖❈❧3 t♦ t❤❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ②✐❡❧❞s ●❡❖2 ♦r P2❖2 ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡✲
❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❋❧♦✉r✐♥❡ ✭❋✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳
❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❈❱❉ ♣r♦❝❡ss❡s ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❙✐❈❧4 ❛♥❞ ●❡❈❧4 ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♠❡t❛❧ ❤❛❧✐❞❡s
s✉❝❤ ❛s ❱❈❧4 ❛♥❞ ❋❡❈❧3✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❙✐❈❧4 ❛♥❞ ●❡❈❧4 ❛r❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❛t✱ ❡✳❣✳✱ ✶ ❛t♠
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✻✺ ➦❈✱ ❱❈❧4 ❛♥❞ ❋❡❈❧3 st❛② ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢♦r♠✳

❚♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛s❡s✱ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡
✐♥s✐❞❡ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭■❱❉✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✈❛♣♦rs ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ ♣✉r✐✜❡❞ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞
❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐❧✐❝❛ t✉❜❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ❛♥ ♦①②❤②❞r♦❣❡♥ ✢❛♠❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭❛✮✳
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✈❛♣♦rs ❛r❡ ♦①✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s♦♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉s❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛❧❧ ❛s
t❤❡ ✢❛♠❡ ♣❛ss❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✢❛♠❡✱ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❛t t❤❡ t✉❜❡ ❛♥❞
t♦ ✐♥✈♦❦❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛s❡s❀ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❧❛s♠❛✲❛❝t✐✈❛t❡❞
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❈❱❉✮ ✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❖❱❉✮ ❞❡♣♦s✐ts t❤❡ s♦♦t ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣
r♦❞ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♦r ❝❡r❛♠✐❝s ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛s❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ♦①②❤②❞r♦❣❡♥ ✢❛♠❡✱
❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭❜✮✳ ❆❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣ r♦❞✱ t❤❡ s♦♦t ✐s ❢✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡❢♦r♠ ✐♥ ❛
❢✉r♥❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❖❱❉ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ s♦♦t ❝♦♥t❛✐♥s ❖❍−✲✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✜❜❡r ❧♦ss ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② ✢✉s❤✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ✇✐t❤ ❈❧2 ❛t
❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❢♦r❡ ❢✉s✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❢♦r♠✳ ❙t✐❧❧✱ ♦✉ts✐❞❡ ✈❛♣♦✉r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ s✉✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ r♦❞ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛s❡s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t♦r❝❤ ✐♥ t❤❡ ✈❛♣♦r ❛①✐❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❱❆❉✮
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ✐s r♦t❛t❡❞ ❛♥❞ s❧♦✇❧② ♣✉❧❧❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛s t❤❡ ❣❧❛ss s♦♦t
✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❆s ✐♥ ❖❱❉✱ ❖❍−✲✐♦♥s ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ s♦♦t✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦♦t
r♦♦t ♠✉st ❜❡ ❢✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♦❧✐❞ ♣r❡❢♦r♠✳ ▼✉❧t✐❧❛②❡r str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t♦r❝❤❡s ❛♥❞ ❝❛r❡❢✉❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛s❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
■❱❉ ❛♥❞ ❖❱❉✱ ❱❆❉ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣r❡❢♦r♠s t❤❛t ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣✳

P❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs

P❤♦t♦♥✐❝✲❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s♦❧✐❞ ♣r❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ♣r❡❢♦r♠s ❛r❡
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❤♦❧❧♦✇ ❣❧❛ss t✉❜❡s ❛♥❞ r♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦✉t❡r t✉❜❡✱
s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✜❜❡rs✱ s✉❝❤
t❤❛t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♥✐❝❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱
♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♦r s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

P❧❛st✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✭P❖❋✮

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣❧❛ss ✜❜❡rs✱ ♣♦❧②♠❡r ✜❜❡rs s❤♦✇ ❛ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✳
❆s ✐♥ ♣♦❧②♠❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✮ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❧♦ss❡s ✐♥ ♣❧❛st✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs
✐s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡rt♦♥❡s ♦❢ ❈✲❍✲❜♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✳ ▲♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐❢
❤②❞r♦❣❡♥ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❞❡✉t❡r✐✉♠ ✭❤❡❛✈② ❤②❞r♦❣❡♥✮✱ ❝❤❧♦r✐♥❡ ♦r ✢✉♦r✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠
♠❛ss ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤✐❢ts ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ■❘✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈✲❍✲❜♦♥❞ ❧✐❡s ♥❡❛r ✸✸✾✵ ♥♠✱ ❢♦r ❞❡✉t❡r✐✉♠ ✐t ✐s ✹✹✽✹ ♥♠ ❛♥❞ ❢♦r ❋❧✉♦r✐♥❡✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s❤✐❢t❡❞ t♦ ✽✵✵✵ ♥♠✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❡st ❧❛❜♦r❛t♦r② P❖❋ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❧♦ss❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✺✵ ❞❇✴❦♠ ❛t ❜❡st✱ ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ ✜❜❡rs ❛♠♦✉♥ts t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ❞❇✴❦♠✱ ❡✈❡♥ ❛t ✈✐s✐❜❧❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❧♦✇ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ♣♦❧②♠❡r ✜❜❡rs ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛
❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ✐♠❛❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡s ♦r s❤♦rt✲r❡❛❝❤ ❞❛t❛
❧✐♥❦s ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts✱ ♦r ❤♦♠❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s✳

✶✵✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❙✐❧✐❝❛ ♣r❡❢♦r♠ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍✐❣❤❧②
♣✉r❡ s✐❧✐❝❛ ✐s ♠❛❞❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❜② ♦①✐❞✐③✐♥❣ s✐❧✐❝♦♥ t❡tr❛❝❤❧♦r✐❞❡ ✭❙✐❈❧4✮ ✐♥ ❛ ❈❱❉ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s
②✐❡❧❞s ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ s♠❛❧❧ ❣❧❛ss ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✐❧✐❝❛ s♦♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡❢♦r♠✳
❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ s♠❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ✭❛✮ ■♥s✐❞❡
✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭■❱❉✮❀ ✭❜✮ ❖✉ts✐❞❡ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❖❱❉✮❀ ✭❝✮ ❱❛♣♦r ❛①✐❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❱❆❉✮❀
✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✮

✶✵✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ♠❡t❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❧♦ss s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✳ ✭❛✮
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❡t❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ❛♠♦✉♥t t♦ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ ❞❇✴♠ ❢♦r
♣✉r✐t② ❣r❛❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣♣♠ r❛♥❣❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦ss❡s ❜❡❧♦✇ ✶ ❞❇✴❦♠✱ ♣✉r✐t② ❣r❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
✵✳✶ ♣♣❜ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✮✳ ✭❜✮ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✿ ❚❤❡ ✈❛♣♦r
♣r❡ss✉r❡s ♦❢ ✐♠♣✉r✐t②✲♠❡t❛❧ ❤❛❧✐❞❡s s✉❝❤ ❛s ❱❈❧4 ♦r ❋❡❈❧4 ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✜❜❡r
♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❞♦♣❛♥ts ✭❇❈❧4✱ ❙✐❈❧4✱ ●❡❈❧4✱ P❖❈❧3✮✳ ❊✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ❙✐❈❧4 ❛t ✻✺➦ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❧❡❛✈❡s ✉♥✇❛♥t❡❞ ❱❈❧4 ♦r ❋❡❈❧4 ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡
❙✐❖2✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❛❝❦
♦❢ ❤♦❧❧♦✇ ❣❧❛ss t✉❜❡s ❛♥❞ r♦❞s✱ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② ❛♥ ♦✉t❡r t✉❜❡✳ ❚❤❡ ❛①✐❛❧ ❤♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢♦r♠ ❛r❡
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ✭❜✮ ❋✐❜❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✶✵❪✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ✭❛✮ ✏●❡♥❡r✐❝✲❢❡rr✉❧❡✑ ✜❜❡r ❝♦♥♥❡❝t♦r✿ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ❤❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢❡rr✉❧❡✱
t❤❡ ♦✉t❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡ s❧❡❡✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t♦r✳
❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t♦r ❜♦❞② ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r t✉❜❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❝❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ str❛✐♥
r❡❧✐❡❢✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✮ ✭❜✮ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✜❜❡r ❝♦♥♥❡❝t♦rs✳ ●r❡❡♥ ♦✉t❡r ♣❧❛st✐❝
s❧❡❡✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✭❆P❈✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr✉❧❡ ✐s ♣♦❧✐s❤❡❞
❛t ❛♥ ✽➦✲❛♥❣❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣❡♥ ✜❜❡r ❡♥❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ✜❜❡r ❢❛❝❡ts✱ ✐t
s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ tr✐❡❞ t♦ ♣❧✉❣ ❛♥ ❆P❈ ❝♦♥♥❡❝t♦r ✭❡✳❣✳✱ ❋❈✴❆P❈✴❙❳✴✷✳✵✮ t♦ ❛ P❈ ❝♦♥♥❡❝t♦r ✭❡✳❣✳✱
❋❈✴P❈✴❙❳✴✷✳✵✮ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦t✉s❝♦♣❡✳❝♦♠✮✳

P♦❧②♠❡r ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞ ♣r❡❢♦r♠✱
♦r ❜② ❛ ♦♥❡✲st❛❣❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝❤❡❛♣ ♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝
♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳

✺✳✺✳✸ ❋✐❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝❛❜❧❡s

❋✐❜❡r ♦♣t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ♠✉st ❡♥❛❜❧❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❧♦✇✲❧♦ss ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇ ❜❛❝❦✲
r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❜❡❧♦✇ 10µ♠✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s q✉✐t❡
s❡✈❡r❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ t♦❧❡r❛♥❝❡s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✜❜❡r ❝♦♥♥❡❝t♦rs ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ ❜❛❝❦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡r ❢❛❝❡t✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢❡rr✉❧❡ ❡♥❞✲♣♦❧✐s❤❡❞ ❛t ❛♥ ✽➦✲
❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✜❜❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥❣❧❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✭❆P❈✮ ✜❜❡rs✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞
♣❤②s✐❝❛❧✲❝♦♥t❛❝t ✭P❈✮ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ✢❛t ❢❛❝❡t✳ ❆P❈ ✜❜❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❡❡♥ ♣❧❛st✐❝
s❧❡❡✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s P❈ ✜❜❡rs ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❜❧❛❝❦ s❧❡❡✈❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ✜❜❡r ❢❛❝❡ts✱ ✐t s❤♦✉❧❞
♥❡✈❡r ❜❡ tr✐❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛♥ ❆P❈ t♦ ❛ P❈ ✜❜❡r✳

❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜✉♥❞❧❡❞ ❛♥❞✴♦r ♣r♦t❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✜❜❡r ❝❛❜❧❡s✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶✳
❲❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❥❡❧❧② ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜❜❡r t♦ ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✉❜❡✳ ❚❤✐s ❛✈♦✐❞s ♠✐❝r♦❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
t✉❜❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✜❜❡rs t♦ ♠✉❧t✐✲✜❜❡r ❝❛❜❧❡s ♦r r✐❜❜♦♥s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ str❡♥❣t❤
♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥
str❛♥❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ st❡❡❧ ✇✐r❡✳ ❙tr❛♥❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✢❡①✐❜❧❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✭s✐♠✐❧❛r
t♦ ❛ t❡❧❡♣❤♦♥❡ ❝♦r❞✮✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✜❜❡r ❝❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ✜❜❡r ❝❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❛♥❞s s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✇✐r❡s ❛♥❞ ❣❛s ♣✐♣❡s ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ♠♦✐st✉r❡ ♦✛ t❤❡
✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡✳

✶✵✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❝❛❜❧❡s ✭❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✮✳ ✭❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞✮ ❙✐♥❣❧❡ ✜❜❡rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉✛❡r t✉❜❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♠✐❝r♦❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❥❡❧❧② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜❜❡r t♦ ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡✳
✭❡✱ ❢✱ ❣✮ ❱❛r✐♦✉s ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✜❜❡rs ❡❛❝❤✳ ✭❤✱ ✐✱ ❥✮ ▼✉❧t✐✲✉♥✐t ❝❛❜❧❡s ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♠❡♠❜❡rs✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✇✐r❡s✱ ♦r ❣❛s ♣✐♣❡s t❤❛t ❦❡❡♣ ♠♦✐st✉r❡ ♦✛ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❝❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ str❛♥❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ st❡❡❧ ✇✐r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ♠♦r❡
✢❡①✐❜❧❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✮
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✺✳✻ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs

❉❛t❛ s✐❣♥❛❧s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❛✐r❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛❥♦r ❡✛❡❝ts✿ ❋✐❜❡r
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✲♦♣t✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r
❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♠♣❛✐r♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣r✐s❡✱ ❡✳❣✳✱ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
st✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❑❡rr✲❡✛❡❝t✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝r♦ss✲
♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✲♦♣t✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ✏◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝s✑ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉rt❤❡r ❤❡r❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② ✐♥tr❛♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✮ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✹✳✷✳ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡ ✏❋✐❡❧❞
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥❝❡✑✳

✺✳✻✳✶ ❋✐❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥

❋✐❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❧✐♥❦✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ❧♦st ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r✱

❞P (z)

❞z
= −αP (z) , ✭✺✳✽✺✮

✇❤❡r❡ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
♣♦✇❡r ❞❡❝❛② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✱

P (z) = P0 e
−αz,

a

z
= 10 lg

P0

P (z)
= α 10 lg e = 4.34α. ✭✺✳✽✻✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t α ✭✉♥✐t km−1✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
a ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ z ✭✉♥✐t dB / km✮✳

❚❤❡ ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✜❜❡r ❧♦ss❡s✳

▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥tr✐♥s✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✬s ❜❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❡①tr✐♥s✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① n 6= 1✮ ♠✉st ❤❛✈❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❋♦r s✐❧✐❝❛ ✭❙✐❖2✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❯❱ r❡❣✐♦♥ ✭λ < 0.4 µm✮ ✇❤❡r❡❛s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❝❝✉r ✐♥
t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ✭λ > 7 µm✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛✱ t❤❡s❡
r❡s♦♥❛♥❝❡s ❢♦r♠ ❜r♦❛❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥❛rr♦✇ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♦✈❡rt♦♥❡s ❛♥❞
t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ❡①t❡♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❛s ✏❯❱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏■❘ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦ss ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✐s ❜❡❧♦✇ 0.1 ❞❇/❦♠ ✭0.03 ❞❇/❦♠✮ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ 0.8 µm ✕
1.6 µm ✭1.3 µm ✕1.6 µm✮✳

❊①tr✐♥s✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧s s✉❝❤ ❛s ❋❡✱ ❈✉✱ ❈♦✱ ◆✐✱ ▼♥ ❛♥❞ ❈r ❛❜s♦r❜ str♦♥❣❧② ✐♥
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 µm ✕ 1.6 µm✳ ❇② s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ❢r♦♠
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ❜❡❧♦✇ 1 ♣♣❜ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦ss ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 1 ❞❇/❦♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡①tr✐♥s✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ✐s t❤❡♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❖❍−✲✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♦♥s ♦❝❝✉rs ♥❡❛r 2.73 µm❀ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦♥❡s ✇✐t❤
s✐❧✐❝❛ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ 0.95 µm✱ 1.24 µm✱ ❛♥❞ 1.39 µm✱ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳ ❆

✶✵✽



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ●❡✲❞♦♣❡❞ s✐♥❣❧❡♠♦❞❡ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡r ✭∆ = 0.25%✮✿ ❋♦r
❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ✜❜❡r ❧♦ss❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✐♥❢r❛r❡❞ ✭■❘✮ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❘❛②❧❡✐❣❤
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡t
✭❯❱✮ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙✐❖2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦t❛❧ ❛tt❡♥✉❛✲
t✐♦♥ ✭✏❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❛♠t❞ä♠♣❢✉♥❣✑✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r t✇♦ ✜❜❡r t②♣❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞
✇✐t❤ ✈❛♣♦r ❛①✐❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❱❆❉✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭▼❈❱❉✮✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ▼❈❱❉ ♣r♦❝❡ss r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❡❧❡✈❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
♦❢ ❤②❞r♦①②❧ ✭❖❍−✮ ✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛t ❛r♦✉♥❞
0.95 µm✱ 1.24 µm✱ ❛♥❞ 1.39 µm✳ ❆♥♦t❤❡r ❧♦ss ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉t♦✛
♦❢ t❤❡ ▲P11 ♠♦❞❡ ✭❛r♦✉♥❞ ✶✷✵✵ ♥♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
t♦ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡✳ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭✏❯♥r❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❲❡❧❧❡♥❧❡✐t❡rs✑✮
❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ❢♦r ✜❜❡r ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❤✐❣❤
✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✶✵✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ▲♦ss s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✜❜❡r ❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❧❧✲✇❛✈❡ ✜❜❡r ✭✏❞r② ✜❜❡r✑✮✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ 1 ppm ♦❢ ❖❍−❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✭50 ❞❇/❦♠✮ ❛t 1.39 µm✳ ■♥ ♠♦❞❡r♥ ✜❜❡rs✱ t❤❡
❖❍−❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t ❜❡❧♦✇ ✵✳✵✶ ♣♣♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥
1 ❞❇/❦♠ ❛t 1.39 µm✳ ■♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❞r② ✜❜❡r✑✱ t❤❡ ❖❍−❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡
1.39 µm ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛❧♠♦st ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❙✉❝❤ ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t s✐❣♥❛❧s ♦✈❡r t❤❡
❡♥t✐r❡ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 1.3 µm ❛♥❞ 1.6 µm ❛♥❞ ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ♠❛r❦❡t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ♥❛♠❡ ✏❆❧❧❲❛✈❡✑
✜❜❡r✳

❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❧❡❛❞s t♦ r❛♥❞♦♠ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
❤❡♥❝❡ r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳
❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss ✈❛r✐❡s ❛s✻ λ−4✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

αR =
C

λ4
. ✭✺✳✽✼✮

❆t λ = 1.55 µm ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❧♦ss❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 0.12 − 0.16 ❞❇/❦♠ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳

❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ■❘ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❜❡②♦♥❞ 2 µm✳ ❋❧✉♦r♦③✐r❝♦♥❛t❡ ✭❩r❋4✮ ❤❛s ❛♥ ✐♥tr✐♥✲
s✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.01 ❞❇/❦♠ ❛t 2.55 µm✱ ❜✉t ❡①tr✐♥s✐❝ ❧♦ss❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❛t ❛r♦✉♥❞
1 ❞❇/❦♠✳ ❈❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ❡①❤✐❜✐t ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦ss❡s ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛❜♦✉t 10 µm✱
✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ 10−3 ❞❇/❦♠✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❧♦ss ❧❡✈❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ st✐❧❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤♦s❡ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs✳ ❋✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥st❛② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠s ❞❡s♣✐t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛♦rt t♦✇❛r❞s ✜♥❞✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

❆♥ ✐❞❡❛❧ ♣❡r❢❡❝t❧② str❛✐❣❤t s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✇♦✉❧❞ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡♥❡r❣②
❧❡❛❦❛❣❡✳ ❘❡❛❧ ✜❜❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ ♣♦✇❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

✻❚❤❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠❣❡♥❡✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❍❡rt③✐❛♥ ❞✐♣♦❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
♣♦✇❡r r❛❞✐❛t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ♣r♦♣♦t✐♦♥❛❧ t♦ ω4 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ λ−4✳

✶✶✵



♠♦❞❡s ❜② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♠❛② ✉s✉❛❧❧②
♦❝❝✉r ✐♥ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs✿

❼ ■♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❝❧❛❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳✱ r❛♥❞♦♠ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦✇ ✶✪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧♦ss ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ 0.03 ❞❇/❦♠✳

❼ ▼✐❝r♦❜❡♥❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ r❛♥❞♦♠ ❛①✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✭✏❜❡♥❞s✑✮ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♣r❡ss❡❞
❛❣❛✐♥st ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳ ❞✉r✐♥❣ ❝❛❜❧✐♥❣ ♦r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝❛❜❧❡ ❛ss❡♠❜❧② t❤❛t ✐s ♣r❡ss✐♥❣ ♦♥t♦
t❤❡ ✜❜❡r✳ ■♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss❡s ✭✶✵✵ ❞❇✴❦♠✮✳
▼✐❝r♦❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛❜❧❡ ❛ss❡♠❜❧✐❡s ❛♥❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② V ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✵
❛♥❞ ✷✳✹✮ s♦ t❤❛t ♠♦❞❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡✳

❼ ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛❝r♦❜❡♥❞s ✇✐t❤ ❜❡♥❞ r❛❞✐✐ ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❝❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥✲
♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✳ ❋♦r ❛ ❧♦❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ R✱ t❤❡ ❜❡♥❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ exp (−R/Rc)✱ ✇❤❡r❡
Rc = a/

(
n2
1 − n2

2

)
✳ ❋♦r s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ Rc = 0.2− 0.5µ♠✳ ❋♦r ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐❝ ❜❡♥❞s✱ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ R > 5♠♠ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳
❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢
1.55µ♠✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
r❛♥❣❡✳ ❖t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss ✐♥ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦♠♣r✐s❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t s♣❧✐❝❡s
♦r ❝♦♥♥❡❝t♦rs✳ ❋♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧♦ss❡s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s tr❡❛t❡❞ ❛s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛❜❧❡ ❧♦ss✳

✺✳✻✳✷ ❈❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

■♥ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❡①✐st ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s
❤❡♥❝❡ t✇♦✲❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✭P▼❉✮ ❛♥❞ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❈❉✮ ❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝ts✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❈❉✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣r❡❛❞ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱

△tg
z

= Cλ∆λc +Dλ∆λ
2
c ✭✺✳✽✽✮

Cλ = −2πc

λ2
β(2)
c ✭✺✳✽✾✮

✇❤❡r❡ Cλ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✉♥✐t✿ ♣s
❦♠ ♥♠

✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Dλ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡✳ ❋♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛❞❞✐♥❣✱ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t Mλ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Wλ✱

Cλ =Mλ +Wλ. ✭✺✳✾✵✮

❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ Wλ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✶✶



❉✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s

❋♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▲P01 ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Ex(r, t) = Ψ (x, y)︸ ︷︷ ︸
❧❛t❡r❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞

× A (z, t)︸ ︷︷ ︸
s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡

× exp (j (ωct− βcz))︸ ︷︷ ︸
♦♣t✐❝❛❧ ❝❛rr✐❡r

✭✺✳✾✶✮

= Ψ (x, y) a (z, t) ✭✺✳✾✷✮

✇❤❡r❡ Ψ (x, y) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡✬s Ex✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
A (z, t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ③✲ ❛♥❞ t✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a (z, t) ❛♥❞ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ã (z, ω)✱

a (z, t) = A (z, t) exp (j (ωct− βcz)) ✭✺✳✾✸✮

ã (z, ω) = Ã (z, ω − ωc) exp (− jβcz) ✭✺✳✾✹✮

A (z, t) ✐s ❛ ✏s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝❤❛♥❣❡s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ∆ω ♦❢ Ã (z, ω) ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱
∆ω ≪ ωc✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❙❱❊❆✮✳

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t♦r exp (− jβ (ω) z) ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

ã (z, ω) = ã (0, ω) exp (− jβ (ω) z) ✭✺✳✾✺✮

❋♦r ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ã (z, ω) ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣❛♥❞ β(ω) ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡
❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✱

β(ω) ≈ βc + (ω − ωc)β
(1)
c +

(ω − ωc)
2

2!
β(2)
c +

(ω − ωc)
3

3!
β(3)
c + . . . , ✭✺✳✾✻✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✺✳✾✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✾✹✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✾✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❧♦♥❣ z✱

A (z, t) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
Ã (0, ω) exp

(
− j

(
β(1)
c ωz +

β
(2)
c

2
ω2z +

β
(3)
c

6
ω3z + . . .

))
exp (jωt) dω

✭✺✳✾✼✮

❆ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ∂A (z, t) /∂z ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣
❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s✐❣♥❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✱

∂A (z, t)

∂z
+ β(1)

c

∂A (z, t)

∂t
− j

1

2
β(2)
c

∂2A (z, t)

∂t2
− 1

6
β(3)
c

∂3A (z, t)

∂t3
− · · · = 0 ✭✺✳✾✽✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② β
(1)
c ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✱

t′ = t− β(1)
c z ✭✺✳✾✾✮

z′ = z ✭✺✳✶✵✵✮

A (z, t) = A′
(
z, t− β(1)

c z
)

✭✺✳✶✵✶✮

✶✶✷



✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ A (z, t) ❜② t❤♦s❡ ♦❢ A′
(
z, t− β

(1)
c z

)
✱

∂A

∂z
=
∂A′

∂z′
− β1

∂A′

∂t′
;

∂nA

∂tn
=
∂nA′

∂t′n
. ✭✺✳✶✵✷✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② β
(1)
c ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✾✽✮✱

∂A′ (z′, t′)

∂z′
− j

1

2
β(2)
c

∂2A′ (z′, t′)

∂t′2
− 1

6
β(3)
c

∂3A′ (z′, t′)

∂t′3
− . . . = 0 ✭✺✳✶✵✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ♥♦t✐❝❡✳ ■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤✐r❞✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r

❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡r♠s✱ β
(3)
c = β

(4)
c = · · · = 0✱ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

A′ (z′, t′) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
Ã

′
(0, ω) exp

(
− j

β
(2)
c

2
ω2z′

)
exp (jωt′) dω ✭✺✳✶✵✹✮

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s❡r✈❡ ❛s
❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧✳ ❆ ✏❝❤✐r♣❡❞✑ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ❛ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✼ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A (0, t) = Ao exp

(
− (1− jα) t2

2σ2
t

)
, ✭✺✳✶✵✺✮

✇❤❡r❡ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡r✽✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
s✐❣♥❛❧ a (0, t) = A (0, t) exp (jωct) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱

ω (t) =
❞

❞t
arg {a (0, t)} = ωc +

α

σ2
t

t ✭✺✳✶✵✻✮

❋♦r α > 0✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✏r❡❞ s❤✐❢t✑✮ t❤❛♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
✭✏❜❧✉❡ s❤✐❢t✑✮❀ ❢♦r α < 0✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✺✮✱

Ã (0, ω) = Ao

√
2πσ2

t

(1− jα)
exp

(
− σ2

tω
2

2 (1− jα)

)
✭✺✳✶✵✼✮

= Ao

√
2πσ2

t

(1− jα)
exp

(
− (1 + jα)ω2

2σ2
ω

)
✭✺✳✶✵✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2
ω =

(
1 + α2

)

σ2
t

✭✺✳✶✵✾✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣r♦❞✉❝t ❛t z = 0 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

σtσω =
√
1 + α2 ✭✺✳✶✶✵✮

✼t♦ ❝❤✐r♣ ❂ ③✐r♣❡♥✱ ③✇✐ts❝❤❡r♥
✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ α ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❢✉s❡ t❤❡ t✇♦

q✉❛♥t✐t✐❡s✳

✶✶✸



■t ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥ ✉♥❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ✭α = 0✮✳ ❆♥② ❝❤✐r♣✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ s✐❣♥✱ ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t✐♠❡✲
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣r♦❞✉❝t✳

❯s✐♥❣ ❊q ✭✺✳✶✵✹✮✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤✐r❞✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❡s
❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❢t❡r ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ③✱

A (z, t) =
Ao√
Q(z)

exp

(
− (1− jα) t2

2σ2
tQ(z)

)
✭✺✳✶✶✶✮

✇❤❡r❡

Q(z) = 1 + (j+α)
β
(2)
c z

σ2
t

✭✺✳✶✶✷✮

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ σt (z) ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

σt (z)

σt (0)
=

√√√√
(
1 + α

β
(2)
c z

σ2
t (0)

)2

+

(
β
(2)
c z

σ2
t (0)

)2

✭✺✳✶✶✸✮

❋♦r ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥❝❤✐r♣❡❞✱ α = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❜r♦❛❞❡♥s ❛s

σt (z)

σt (0)
=

√

1 +

(
z

LD

)2

, ✭✺✳✶✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ LD ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LD =
σ2
t (0)∣∣∣β(2)
c

∣∣∣
. ✭✺✳✶✶✺✮

LD ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ❤❛s ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢

√
2✳

❋♦r ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ✭α 6= 0 ✮✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐❣♥s ♦❢ β2 ❛♥❞ α✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✹✳ ■❢✱ ❡✳❣✳✱ β2 > 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cλ = −2πC/λ2 < 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭✏❜❧✉❡✑✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭✏r❡❞✑✮ ♣❛rts✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡
✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡r α > 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ r❡❞✲s❤✐❢t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜r♦❛❞❡♥
❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡r α < 0 ✇✐❧❧ ✜rst ❜❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❛❧s♦ ❜r♦❛❞❡♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s z✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡

❉✐s♣❡rs✐✈❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛rr✐❡r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❤❡♥❝❡ s♦❧❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡s✳ ■❢ ✉♥❝❤✐r♣❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠♣✉❧s❡s ❛r❡
❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜❜❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ❛t t❤❡ ✜❜❡r ❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✶✹✮✱

σ2
t (L) = σ2

t (0) +

(
β
(2)
c L

σt (0)

)2

✭✺✳✶✶✻✮

✶✶✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞✲
❡♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❣✐✈❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ σt (z) =̂T1 ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ σt (0) =̂T0✳
❋♦r β2 > 0✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡r α > 0 ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜r♦❛❞❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡r α < 0 ✇✐❧❧ ✜rst ❜❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱
❜❡❢♦r❡ ✐t ❛❧s♦ ❜r♦❛❞❡♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s z✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮✳

❋♦r ✈❡r② ❜✐❣ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤s✱ σ2
t (0) → ∞✱ t❤❡ σ2

t (L) ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t♦♦✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡
❢♦r ✈❡r② s❤♦rt ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡s σ2

t (0) → 0✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧❛r❣❡✱ ❤❡♥❝❡
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❜❡r
❧❡♥❣t❤ L✱ t❤❡r❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ σt,♦♣t (0) ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ σt, ♠✐♥ (L) ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✱

σt, ♠✐♥ (L) =

√
2
∣∣∣β(2)

c

∣∣∣L ❢♦r σt,♦♣t (0)❂

√∣∣∣β(2)
c

∣∣∣L . ✭✺✳✶✶✼✮

❋♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥✲♦✛✲❦❡②✐♥❣ ✭❖❖❑✮ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ σt, ♠✐♥ (L) ❞✐❝t❛t❡s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐t s❧♦t✱ T♠✐♥ ≈ 2σt,♠✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜✐t r❛t❡ B♠❛① =
1/T♠✐♥ ♠✉st ♦❜❡② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

B♠❛①

√∣∣∣β(2)
c

∣∣∣L ≤ 1

2
√
2

✭✺✳✶✶✽✮

❋♦r ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✐t r❛t❡ B♠❛① ❤❡♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s 1/
√
L✱

B♠❛① ∝ 1√
L

✭✺✳✶✶✾✮

■❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡
r❡❞✉❝❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2 ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4✳

❋♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r σω,❝ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞✐❝t❛t❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
s❤♦rt ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤s σ2 (0)✱ s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s s♦❧❡❧② ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② σω,❝✱

σ2
t (L) = σ2 (0) +

(
β(2)
c Lσω,❝

)2
≈
(
β(2)
c Lσω,❝

)2
✭✺✳✶✷✵✮

✶✶✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ❢♦r ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ✭σλ = 0♥♠✮ ❛♥❞
❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✭σλ = 1♥♠, σλ = 5♥♠✮ ♦♣t✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ B♠❛① ∝ 1√

L
✱ ✇❤❡r❡❛s

❢♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s ✇❡ ✜♥❞ B♠❛① ∝ 1
L . ❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ♥❡❛r ✐ts ③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣t❤ ✭D = 0✮✱ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡r♠s ❞♦♠✐♥❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐st❛♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜✐t r❛t❡ B♠❛① = 1/2σt (L) ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

B♠❛①β
(2)
c Lσω,❝ ≤

1

2
, ✭✺✳✶✷✶✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜✐t r❛t❡ ♥♦✇ s❝❛❧❡s ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✱

B♠❛① ∝ 1

L
. ✭✺✳✶✷✷✮

■❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ♥❡❛r ✐ts ③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ β
(2)
c ≈ 0 ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✾✼✮ ❛♥❞ β

(3)
c

❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳ ❋♦r
♥❛rr♦✇❜❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬✷❪✳
❉✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜✐t✲r❛t❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✺✳

❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

❉✐s♣❡rs✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❜❡r✲♦♣t✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ♦♣✲
❡r❛t✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ③❡r♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♠♦st❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♥❡❛r
1.55µ♠✱ ✇❤❡r❡ s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✱ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥Mλ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 22 ♣s

❦♠ ♥♠
✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧②

♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ Wλ ≈ −6 ♣s
❦♠ ♥♠

✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ Cλ ≈ 16 ♣s

❦♠ ♥♠
✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ✭❛✮✳ ■♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡rs✱ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r

♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦r❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐t
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✲
✐♥❣ ✭❲❉▼✮ s②st❡♠s✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡rs ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡
❝r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ♥♦♥③❡r♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡rs
❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ st✐❧❧ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ C ≈ 2 ♣s

❦♠ ♥♠
✱

s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ✭❜✮✳

✶✶✻



■❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧
❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ✭❝✮✳ ❙✉❝❤ ✜❜❡rs ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡♠♦❞❡ ✜❜❡rs✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱

❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ♦❢ β
(2)
c ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t✇♦

✜❜❡r s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤s L1 ❛♥❞ L2 ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β
(2)
c,1 ❛♥❞ β

(2)
c,2 ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✶✵✹✮

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② t♦ ❜♦t❤ ✜❜❡r s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛t z = L = L1 + L2✱

A (L, t) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
Ã (0, ω) exp

(
− j

1

2

(
β
(2)
c,1L1 + β

(2)
c,2L2

)
ω2

)
exp (jωt) dω, ✭✺✳✶✷✸✮

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

β
(2)
c,1L1 + β

(2)
c,2L2 = 0 ✭✺✳✶✷✹✮

Cλ1L1 + Cλ2L2 = 0 ✭✺✳✶✷✺✮

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✜❜❡r ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L1 =
100 ❦♠ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cλ1 = 16 ♣s

❦♠ ♥♠
✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❜❡r ✐s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cλ2 = −50 ♣s
❦♠ ♥♠

✳ Pr♦♣❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❜❡r t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ L2 = −Cλ1

Cλ2
L1 =

32 ❦♠.

✺✳✻✳✸ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮

■♥ ✐❞❡❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✜❜❡rs✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①✐st
✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡s✳ ❘❡❛❧ ✜❜❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❡s ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜r♦❛❞❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢❛s❤✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s q✉✐t❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❤❡r❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤s L ✭t②♣✐❝❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ❦♠✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σT ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

σT ≈ Dp

√
L, ✭✺✳✶✷✻✮

✇❤❡r❡ Dp ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P▼❉ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✉♥✐t✿ ♣s/
√
❦♠✮✳ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✜❜❡rs t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡

P▼❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶ ♣s/
√
❦♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

√
L✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ P▼❉✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜r♦❛❞✲

❡♥✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡r✐s✐♦♥✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❧♦♥❣✲r❡❛❝❤ ❤✐❣❤✲
s♣❡❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ P▼❉✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❧②s✐s ♦❢ P▼❉ ❛♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷❪ ❛♥❞
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

✶✶✼



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs✳ ✭❛✮ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r
✭❙▼❋✮ ✇✐t❤ n1 = 1.450840✱ n2 = 1.446918✱ a = 4.1µm ❛♥❞ ∆ = 0.27%✳ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ③❡r♦
❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ C(λC) = 0 ✐s λC = 1.325µm✱ ❝✉t♦✛ ❛t λ11G = 1.142µm ✭❜✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✲
s❤✐❢t❡❞ ✜❜❡r ✭❉❙❋✮ ✇✐t❤ n1 = 1.457893✱ n2 = 1.446918✱ a = 2.3µm ❛♥❞∆ = 0.75%✳ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢
③❡r♦ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ C(λC) = 0 ✐s λC = 1.523µm✱ ❝✉t♦✛ ❛t λ11G = 1.073µm ✭❝✮ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✲
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✭❉❈❋✮ ✇✐t❤ n1 = 1.476754✱ n2 = 1.446918✱ a = 1.5µm ❛♥❞ ∆ = 2%✱ ❝✉t♦✛ ❛t
λ11G = 1.158µm

✶✶✽



❈❤❛♣t❡r ✻

❲❛✈❡❣✉✐❞❡✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s✐❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ✇❡
✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ♦♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡
t❤❡♦r②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❝♦✉♣❧❡rs✱ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭▼▼■✮ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s✱ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥ ✐♥
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r s❝❛tt❡r✐♥❣✲♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

✻✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❡①♣❛♥❞ ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡
t❤❡♦r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❛t ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✻✳✶✳✶ ▼♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❊✐❣❡♥♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥❞❡①
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱

E(r) =
∑

m

amEm(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ) Eρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ ✭✻✳✶✮

H(r) =
∑

m

amHm(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ)Hρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ

✭✻✳✷✮

■♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Em(x, y) ❛♥❞ Hm(x, y) r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞❡① m✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ Eρ,µ(x, y) ❛♥❞ Hρ,µ(x, y) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① µ ❞❡♥♦t❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s
✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ρ✳

✶✶✾



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ▼❛♥② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✻✳✶✮
❛♥❞ ✭✻✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✿ ❆ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛①✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ 0 < |β| < n2k0, ✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ n2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜✐❣❣❡st
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
ρ✱ s❡✈❡r❛❧ s✉❝❤ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②✱ ❡✳❣✳✱ ✐♠♣✐♥❣❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡
✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣❡r µ✳ ❋♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐s
s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❬✷✼❪✱ ❜✉t t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s st❛② t❤❡ s❛♠❡✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s
t❤❛t ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ E(r)✱ H(r) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t E(r) ❛♥❞ H(r) ❢✉❧✜❧❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
tr❛♥s✈❡rs❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ψ(x, y)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❛❧❛r ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t Φ (x, y, z) ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞❡❞ ✜❡❧❞✱

Φ (x, y, z) =
∑

m

amΨm(x, y) e− j βmz +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ)Ψρ,µ(x, y)e
− j βµ(ρ)z d ρ ✭✻✳✸✮

❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am ❛♥❞ aµ (ρ) ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✮ ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
E(x, y, z = z0) ❛♥❞ H(x, y, z = z0)✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❝✉r❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✷❪✱

∇×E(r, ω) = − jωµ0H(r, ω) ✭✻✳✹✮

∇×H(r, ω) = jωǫE(r, ω), ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ ǫ = ǫ0ǫr✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❊✲ ❛♥❞ t❤❡ ❍✲✜❡❧❞s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱

✶✷✵



✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣ts ν ❛♥❞ µ✱

Eν(r) = Eν(x, y) exp (− jβνz) , ✭✻✳✻✮

Hµ(r) = Hµ(x, y) exp (− jβµz) , ✭✻✳✼✮

❲❡ ❛♣♣❧② ❊q✳ ✭✻✳✹✮ t♦ ♠♦❞❡ ν ❛♥❞ ❞♦t✲♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ H∗
µ(r)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡

❛♣♣❧② ❊q✳ ✭✻✳✺✮ t♦ ♠♦❞❡ µ ❛♥❞ ❞♦t✲♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Eν(r)✳
❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

(
H∗

µ · (∇×Eν)−Eν ·
(
∇×H∗

µ

))
= ❥ω

(
ǫEνE

∗
µ − µ0ǫHνH

∗
µ

)
✭✻✳✽✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

∇ ·
(
Eν ×H∗

µ

)
❂H∗

µ · (∇×Eν)✲Eν ·
(
∇×H∗

µ

)
. ✭✻✳✾✮

❲❡ ♥♦✇ ✐♥s❡rt ❊qs✳ ✭✻✳✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✼✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇ × (ΦF) = Φ (∇× F) + (∇Φ) × F✱
✇❤❡r❡ F ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ Φ ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥❆✳✷✳✷✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❡♥t✐r❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

¨ ∞

−∞
∇t ·

(
Eν ×H∗

µ

)
dx d y

︸ ︷︷ ︸
I

−❥ (βν − βµ)

¨ ∞

−∞

(
Eν ×H∗

µ

)
· ez dx d y ✭✻✳✶✵✮

= ❥ω

¨ ∞

−∞

(
ǫEνE∗

µ − µ0ǫHνH∗
µ

)
dx d y, ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ∇t = ex
∂
∂x + ey

∂
∂y ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ex✱ ey✱ ❛♥❞ ez ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ x✲✱ y✲✱ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ I ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤✐s ❢❛❝t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❛r❣✉♠❡♥ts✿
❋✐rst✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ A ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ●❛✉ss✬
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂A ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱

¨

A

∇t ·
(
Eν ×H∗

µ

)
dx d y =

ˆ

∂A

(
Eν ×H∗

µ

)
· n dx d y, ✭✻✳✶✷✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂A✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ν
❛♥❞ µ ✐s ❣✉✐❞❡❞✱ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛s x2 + y2 → ∞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧
✈❛♥✐s❤❡s ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ■❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s ❛r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❞♦ ♥♦t ❞❡❝❛② ❢♦r x2 + y2 → ∞✱ ❜✉t t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ st✐❧❧ ✈❛♥✐s❤❡s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✷✷❪✳ ❲❡ ♠❛② ❤❡♥❝❡ r❡✇r✐t❡
❊q✳ ✭✻✳✶✷✮ ❛s

(βν − βµ)

¨ ∞

−∞

(
Eν ×H∗

µ

)
· ez dx d y = −ω

¨ ∞

−∞

(
ǫEνE∗

µ − µ0ǫHνH∗
µ

)
dx d y. ✭✻✳✶✸✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✶✸✮✱ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ν ❛♥❞ µ✱ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✶✸✮ ❧❡❛❞s t♦

(βν − βµ)

¨ ∞

−∞

[(
Eν ×H∗

µ

)
+
(
E∗
µ ×Hν

)]
· ez dx d y = 0 ✭✻✳✶✹✮

❋♦r ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s ✇❡ ❤❛✈❡ βν 6= βµ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳
❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ν ❛♥❞ µ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eν(x, y)×H⋆

µ(x, y) + E⋆
µ(x, y)×Hν(x, y)

)
· ez dx d y =Pµδνµ, ✭✻✳✶✺✮

✶✷✶



✇❤❡r❡ δνµ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Pµ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱

Pµ =
1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eµ(x, y)×H⋆

µ(x, y)
}
· ez dx d y. ✭✻✳✶✻✮

❋♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eρ,µ(x, y)×H⋆

ρ′,µ′(x, y) + E⋆
ρ′,µ′(x, y)×Hρ,µ(x, y)

)
· ez dx d y =Pρ,µδµµ′δ (ρ− ρ′) ,

✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ δ (ρ− ρ′) ✐s t❤❡
❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Pρ,µ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eρ,µ(x, y)×H⋆

ρ′,µ(x, y)
}
· ez dx d y =Pρ,µδ (ρ− ρ′) ✭✻✳✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eν(x, y)×H⋆

ρ,µ(x, y) + E⋆
ρ,µ(x, y)×Hν(x, y)

)
· ez dx d y =0 ✭✻✳✶✾✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ βν = βµ✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✶✹✮ ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳ ❲❡ ♠❛②
t❤❡♥ st✐❧❧ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s
✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❊qs✳ ✭✻✳✶✼✮✱ ✭✻✳✶✽✮✱ ♦r ✭✻✳✶✾✮✳

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❊qs✳ ✭✸✳✻✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✾✮✱ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

β → −β
Ex → Ex
Ey → Ey
Ez → −Ez ✭✻✳✷✵✮

Hx → −Hx

Hy → −Hy

Hz → Hz

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡r❡♦❢❀
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿ ■t tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
β✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t −β✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ν ❛♥❞ µ t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭βν 6= βµ✮ ♥♦r ❛r❡ t❤❡②
❝♦✉♥t❡r♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✭βν 6= −βµ✮ ✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✶✺✮ ❤❡♥❝❡
r❡❛❞s

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eν(x, y)×H⋆

µ(x, y) + E⋆
µ(x, y)×Hν(x, y)

)
· ez dx d y =0, ✭✻✳✷✶✮

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✵✮ t♦ ♠♦❞❡ ν ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✭✻✳✶✺✮✱

1

4

¨ ∞

−∞

(
Eν(x, y)×H⋆

µ(x, y)− E⋆
µ(x, y)×Hν(x, y)

)
· ez dx d y =0, ✭✻✳✷✷✮

✶✷✷



❆❞❞✐♥❣ ❊qs✳ ✭✻✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✶✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eν(x, y)×H⋆

µ(x, y)
}
· ez dx d y =0 ❢♦r βν 6= βµ ❛♥❞ βν 6= −βµ ✭✻✳✷✸✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s✱

1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eν(x, y)×H⋆

µ(x, y)
}
· ez dx d y =Pµδνµ ✭✻✳✷✹✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✦ ❊q✳ ✭✻✳✷✹✮ ❝❛♥♥♦t ✏❞✐st✐♥❣✉✐s❤✑ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✜❡❧❞s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ♠♦❞❡ ✭βν = −βµ✮✳

❋♦r ♠♦❞❡s ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ❧♦✇✲✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ♦♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ✜❡❧❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
✈❡❝t♦r✐❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✷✹✮✳ ❋♦r ❛♥ Ex✲♠♦❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |Ex| ≫ |Ez| ≫∣∣Ey

∣∣ ❛♥❞
∣∣Hy

∣∣ ≫ |Hz| ≫ |Hx|✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

H ≈ β

ωµ0




0
Ex

1
jβ

∂Ex

∂y


 ✭✻✳✷✺✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✷✺✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✷✹✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ Ex (x, y) ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ (x, y)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞❡❞ ❧♦✇✲✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱

β

2ωµ0

¨ ∞

−∞
Ψν(x, y)Ψ

⋆
µ(x, y) dx d y =Pµδνµ, ✭✻✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Pµ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pµ =
β

2ωµ0

¨ ∞

−∞

∣∣Ψ⋆
µ(x, y)

∣∣2 dx d y. ✭✻✳✷✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✻✳✷✻✮✱ ✐s ❛❣❛✐♥ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✷✹✮✳ ■t ❝❛♥♥♦t ✏❞✐st✐♥❣✉✐s❤✑
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✜❡❧❞s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡ ✭βν = −βµ✮✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❢r♦♥t
❢❛❝❡t ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ▲❡t E(x, y, 0) ❛♥❞ H(x, y, 0) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t z = 0✱ ✏❥✉st ❜❡❤✐♥❞✑ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❛❝❡t✱ ✐✳❡✳✱ ❥✉st ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢❛❝❡t✳ ❚♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞
E(x, y, 0) ❛♥❞ H(x, y, 0) ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✮✱

E(x, y, 0) =
∑

m

amEm(x, y) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ) Eρ,µ(x, y) d ρ ✭✻✳✷✽✮

H(x, y, 0) =
∑

m

amHm(x, y) +
∑

µ

ˆ

ρ

aµ (ρ)Hρ,µ(x, y) d ρ ✭✻✳✷✾✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦✈❡r t❤❡ (x, y)✲♣❧❛♥❡✱

Pt♦t =
1

2

¨ ∞

−∞
❘❡ {E(x, y, 0)×H⋆(x, y, 0)} · ez dx d y ✭✻✳✸✵✮

✶✷✸



❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡t ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r P❢✉♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a0 ❛♥❞ t❤❡
♣♦✇❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✱

P❢✉♥❞ = |a0|2 ·
1

2

¨ ∞

−∞
❘❡ {E0(x, y)×H⋆

0(x, y)} · ez dx d y ✭✻✳✸✶✮

❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a0 ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❊q✳ ✭✻✳✷✽✮ ✐s ❝r♦ss✲♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤H⋆

0(x, y) ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝t
♦❢ E⋆

0(x, y) ❛♥❞ ❊q✳✭✻✳✷✾✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
(x, y)✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❊q✳ ✭✻✳✶✺✮✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡✱

a0 =
1

4P0
·
¨ ∞

−∞
(E(x, y, 0)×H⋆

0(x, y) + E⋆
0(x, y)×H(x, y, 0)) · ez dx d y ✭✻✳✸✷✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② η = P❢✉♥❞/Pt♦t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♠♦❞❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r✱

η =

∣∣∣ 14 ·
˜∞

−∞ (E(x, y, 0)×H⋆
0(x, y) + E⋆

0(x, y)×H(x, y, 0)) · ez dx d y
∣∣∣
2

1
2

˜∞
−∞ ❘❡ {E0(x, y)×H⋆

0(x, y)} · ez dx d y · 1
2

˜∞
−∞ ❘❡ {E(x, y, 0)×H⋆(x, y, 0)} · ez dx d y

✭✻✳✸✸✮

■❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ E(x, y, 0) = Φ (x, y, 0) ex✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣r❡ss t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Φ (x, y, 0)
❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✻✳✷✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

η =
P❢✉♥❞

Pt♦t

=

∣∣∣
˜∞

−∞ Φ(x, y, 0)Ψ⋆
0(x, y) dx d y

∣∣∣
2

˜∞
−∞ |Ψ0(x, y)|

2
dx d y ·

˜∞
−∞ |Φ(x, y, 0)|2 dx d y

. ✭✻✳✸✹✮

❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ Ψ0(x, y) ❛♥❞ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ Φ (x, y, 0)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
t✇♦ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ✏s✐♠✐❧❛r✑ Ψ0(x, y) ❛♥❞ Φ (x, y, 0)✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡❝♦♠❡s✳
■❞❡❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭η = 1✮ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳

✶✷✹



❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ▼✉❧t✐♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭▼▼■✮ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭▼▼■
s❡❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♥❛rr♦✇ ❢❡❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥
❤❡r❡✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ✉s❡❞✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮

✻✳✷ ▼✉❧t✐♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♣❧❡rs

▼✉❧t✐♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭▼▼■✮ ❝♦✉♣❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❧✐t ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥s✐❞❡ ♣❧❛♥❛r ❧✐❣❤t✇❛✈❡
❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ▼▼■ ❝♦✉♣❧❡r ✐s ❛ ❜r♦❛❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧
♥❛rr♦✇ ❢❡❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢✲✐♠❛❣✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ✐s
r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❛t ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▼▼■ ❝♦✉♣❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❝❛❧❛r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t Φ(x, y, 0) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
✐♥t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❛t z = 0✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s Ψm(x, y) ♦❢
t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥✱

Φ(x, y, 0) =
∑

m

amΨm(x, y) ✭✻✳✸✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s✱
❊q✳ ✭✻✳✷✻✮✱

am =
β

2Pmωµ0

¨ ∞

−∞
Φ(x, y, 0)Ψ⋆

m(x, y) dx d y. ✭✻✳✸✻✮

❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❛♥②
♣♦s✐t✐♦♥ z✱

Φ(x, y, z) =
∑

m

amΨm(x, y) exp (− jβmz) . ✭✻✳✸✼✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ Φ(x, y, z) ❢♦r z > 0 ❤❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts
βm✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r βm✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ▼▼■
s❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❜r♦❛❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ s❧❛❜ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ne1

✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ ne2 ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② n1e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ ❧❛②❡r st❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥❀ ne2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡
❝❧❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

um =
w

2

√
n2
e1k

2
0 − β2, ✭✻✳✸✽✮

✶✷✺



❋♦r ♠♦❞❡s ❢❛r ❢r♦♠ ❝✉t✲♦✛✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

um ≈ (m+ 1)
π

2
✭✻✳✸✾✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β0 ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞❡s✱

β0 − βm =
m (m+ 2)π

3Lπ
, ✭✻✳✹✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛t ❧❡♥❣t❤ Lπ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡✿

Lπ =
4n1ew

2

3λ
✭✻✳✹✶✮

❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Φ(x, y, z) =
∑

m

amΨm(x, y) exp

(
j
m (m+ 2)π

3Lπ
z

)
exp (− jβ0z) ✭✻✳✹✷✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▼▼■✳ ❋♦r z = 6Lπ✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✜❡❧❞ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱

Φ(x, y, 6Lπ) =
∑

m

amΨm(x, y) exp (jm (m+ 2) · 2π) exp (− jβ0 · 6Lπ)

= Φ(x, y, 0) e− j β0·6Lπ , ✭✻✳✹✸✮

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ z = 12Lπ, 18Lπ . . . ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r z = 3Lπ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ♠♦❞❡ ✐♥❞❡① m ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r
❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥ ✭x = 0✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♦❞❞ ♠♦❞❡ ✐♥❞✐❝❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡s✱

Ψm(−x, y) =
{
Ψm(x, y) ❢♦r m ❡✈❡♥

−Ψm(x, y) ❢♦r m ♦❞❞
. ✭✻✳✹✹✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ♠✐rr♦r❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ x = 0 ♦❢ t❤❡ ▼▼■✱

Φ(x, y, 3Lπ) = Φ(−x, y, 0) e− j β0·3Lπ ✭✻✳✹✺✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛t z = 3Lπ

2 t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
✐s ♠✐rr♦r❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ x = 0 ❛♥❞ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② π/2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱

Φ

(
x, y,

3Lπ

2

)
=

[
1− j

2
Φ(x, y, 0) +

1 + j

2
Φ(−x, y, 0)

]
e− j β0· 3Lπ

2 ✭✻✳✹✻✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t N ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s

z =
3pLπ

N
, ✭✻✳✹✼✮

✇❤❡r❡ p ❛♥❞ N ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐❞❡r✳ ❆♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼▼■ ❝♦✉♣❧❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t s❤♦✇♥ ❤❡r❡
✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✜rst ❝♦❛rs❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▼▼■ ❞❡✈✐❝❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦
✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr②✳

❋♦r ❧✐❣❤t ✐♥♣✉t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✺✳ ❆❢t❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 3Lπ/8✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐❣❤t ✐♥♣✉t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▼▼■ ✐s s♣❧✐t ✐♥
8 ❡q✉❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✶✲t♦✲✽ ♣♦✇❡r s♣❧✐tt❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✻✳✹✻✮✿ ■❢ ❧✐❣❤t ✐s ✐♥♣✉t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▼▼■
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❡✈❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✻✳✹✻✮✳

✶✷✻



❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥✿ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❝❡♥t❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣❡❛ts ❛❢t❡r 6Lπ✱ ❛ ♠✐rr♦r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r 3Lπ✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♣✐❡s
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r 3Lπ/2✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹❪✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❧✐❣❤t ✐♥♣✉t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▼▼■ s❡❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙✐♥❝❡
Φ(x, y, 0) = Φ(−x, y, 0)✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ (x, y)✲♣❧❛♥❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② r❡♣❡❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ♦❢ 3Lπ r❛t❤❡r t❤❛♥ 6Lπ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✻✳✹✸✮✳ ✭❜✮ ❆❢t❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 3Lπ/8✱ ❧✐❣❤t ✐♥♣✉t
❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ▼▼■ ✐s s♣❧✐t ✐♥ 8 ❡q✉❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡
♠✉❧t✐♠♦❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✶✲t♦✲✽ ♣♦✇❡r s♣❧✐tt❡r
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✺❪✮✳

✶✷✼



❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡r✿ ❈❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t t❛✐❧s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s
❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛t ✈❛r✐♦✉s
♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❧✐❣❤t ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♦♥❧②❀ ✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ (x, y)✲♣❧❛♥❡❀ ✭❝✮ P♦✇❡r
✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✭✏✶✱ ▼♦❞❡ ✵✑✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✭✏✷✱ ▼♦❞❡ ✵✑✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

✻✳✸ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡rs

❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✬s ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
♣♦✇❡r ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❛t ❧❡♥❣t❤ Lb✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
✉s❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡rs✳

✻✳✸✳✶ ▼♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

■♥ ✐s♦❧❛t❡❞ z✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t✇♦
❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ǫ (x, y) ♦❢
t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ǫb (x, y) ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ∆ǫ1 (x, y) ❛♥❞ ∆ǫ2 (x, y) t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✼✱

ǫ (x, y) = ǫb (x, y) +∆ǫ1 (x, y) +∆ǫ2 (x, y) ✭✻✳✹✽✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❜✉t
t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② z✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s A (z)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t♦ ❜❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡❞ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ✇❡ ♠❛② r❡str✐❝t ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣ts ✶ ❛♥❞ ✷✱

✶✷✽



❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦✲
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ǫ (x, y) ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ǫb (x, y) ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ∆ǫ1 (x, y) ❛♥❞ ∆ǫ2 (x, y)
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

E(x, y, z) =

2∑

ν=1

Aν (z) Eν(x, y) e
− j βνz, ✭✻✳✹✾✮

H(x, y, z) =

2∑

ν=1

Aν (z)Hν(x, y) e
− j βνz, ✭✻✳✺✵✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ∂Aν/∂z ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣❛✐rs E1✱
H1 ❛♥❞ E2✱ H2 ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮
r❡❢❡rs t♦ t✇♦ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
s✉❜s❝r✐♣ts 1 ❛♥❞ 2✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❛t✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣❛✐rs E1✱ H1 ❛♥❞ E2✱ H2 ✐♥ ❊qs✳ ✭✻✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✵✮ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♠♦❞❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 1 ❛♥❞ 2✳ ■♥ ❛ str✐❝t s❡♥s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦r E1✱ H1 ❛♥❞ E2✱
H2 ✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s E2✱ H2 ♦❢
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ 2 ❜② ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ 1✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ 1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
1 ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ 2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ 1✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ♣❛✐rs E1✱ H1 ❛♥❞ E2✱ H2 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳

❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✻✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✵✮ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡✱

∇×E(x, y, z) = − jωµ0H(x, y, z), ✭✻✳✺✶✮

∇×H(x, y, z) = jω (ǫ (x, y) +∆ǫ1 (x, y, z) +∆ǫ2 (x, y, z))E(x, y, z). ✭✻✳✺✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✵✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✺✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇ × (ΦF) = Φ (∇× F) +

✶✷✾



(∇Φ× F)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

2∑

ν=1

[
Aν (∇× Eν exp (− jβνz)) +

∂Aν

∂z
ez × Eν exp (− jβνz)

]
✭✻✳✺✸✮

= − jωµ0

2∑

ν=1

AνHν exp (− jβνz) ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♠✐tt❡❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts x✱ y✱ ❛♥❞ z ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣
❊q✳ ✭✻✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✵✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✺✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

2∑

ν=1

[
Aν (∇×Hν exp (− jβνz)) +

∂Aν

∂z
ez ×Hν exp (− jβνz)

]
✭✻✳✺✹✮

= jω (ǫb +∆ǫ1 +∆ǫ2)

2∑

ν=1

AνEν exp (− jβνz)

❊qs✳ ✭✻✳✺✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✹✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Eν exp (− jβνz) ❛♥❞
Hν exp (− jβνz) ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱

∇× (Eν exp (− jβνz)) = − jωµ0 (Hν exp (− jβνz)) , ✭✻✳✺✺✮

∇× (Hν exp (− jβνz)) = jω (ǫb +∆ǫν) (Eν exp (− jβνz)) . ✭✻✳✺✻✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

2∑

ν=1

∂Aν

∂z
ez × Eν exp (− jβνz) = 0 ✭✻✳✺✼✮

2∑

ν=1

∂Aν

∂z
ez ×Hν exp (− jβνz) = jω (∆ǫ2A1E1 exp (− jβ1z) +∆ǫ1A2E2 exp (− jβ2z)) ✭✻✳✺✽✮

❉♦t✲♠✉t❧✐♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✺✼✮ ✇✐t❤ H⋆
1(x, y) ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✺✽✮ ✇✐t❤ E⋆

1(x, y) ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

2∑

ν=1

∂Aν

∂z
[(ez × Eν) · H⋆

1 − (ez ×Hν) · E⋆
1] exp (− jβνz) ✭✻✳✺✾✮

= − jω (∆ǫ2A1E1 exp (− jβ1z) +∆ǫ1A2E2 exp (− jβ2z))

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② (a× b) · c = a · (b× c) ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r tr✐♣❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ✭●❡r♠❛♥✿ ✬❙♣❛t♣r♦✲
❞✉❦t✬✮ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✺✾✮✱ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝r♦ss (x, y)✲♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✻✳✶✺✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

∂A1 (z)

∂z
= − jω

4P1

(
¨ ∞

−∞
∆ǫ2A1 |E1|

2
dx d y,+

¨ ∞

−∞
∆ǫ1A2E2E⋆

1 exp (− j (β2 − β1) z)

)
dx d y,

✭✻✳✻✵✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E1(x, y) ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
✭∆ǫ1 6= 0✮ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭∆ǫ2 6= 0✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ✜rst
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✻✵✮ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ∆ǫ1 ❛♥❞ ∆ǫ2 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ A1 (z) ✐s ❤❡♥❝❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∂A1 (z)

∂z
= − jω

4P1

¨ ∞

−∞
∆ǫ1A2E2E⋆

1 exp (− j (β2 − β1) z) dx d y, ✭✻✳✻✶✮

✶✸✵



❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ t✇♦
❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱

∂A1 (z)

∂z
= − jκ12A2 (z) e

− j(β2−β1)z, ✭✻✳✻✷✮

∂A2 (z)

∂z
= − jκ21A1 (z) e

− j(β1−β2)z, ✭✻✳✻✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts κνµ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

κνµ =
ω

4Pν

¨ ∞

−∞
∆ǫν (x, y) Eµ(x, y) · E⋆

ν(x, y) dx d y ✭✻✳✻✹✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② Pµ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦✇❡r✲♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eν(x, y)✱

Pµ =
1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eµ(x, y)×H⋆

µ(x, y)
}
· ez dx d y. ✭✻✳✻✺✮

◆♦t❡ t❤❛t Pµ > 0 ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✻✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡
z−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s Pµ < 0 r❡♣r❡s❡♥ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aµ (z) ❛r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✇❡r Pµ (z)
❝❛rr✐❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Aµ (z) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pµ (z) =
∣∣Aµ (z)

∣∣2 Pµ, ✭✻✳✻✻✮

✇❤❡r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ Pµ (z) > 0 ✭Pµ (z) < 0✮ ✐❢ ♣♦✇❡r ✐s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s
✉s❡❢✉❧ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛❧❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r P = P1 = P2✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s E1(x, y) ❛♥❞ E2(x, y) s✉❝❤ ❜♦t❤ κ12 ❛♥❞ κ21 ❛r❡ r❡❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

✻✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡rs

❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡r✱ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡
✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r✱ ✐✳❡✳✱ β1 = β2 = β ❛♥❞ κ12 = κ21 = κ✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂A1 (z)

∂z
= − jκA2 (z) ✭✻✳✻✼✮

∂A2 (z)

∂z
= − jκA1 (z) ✭✻✳✻✽✮

❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱

∂2Aν (z)

∂z2
= −κ2Aν (z) , ν = 1, 2 ✭✻✳✻✾✮

■❢ ♣♦✇❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❧② ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛t z = 0✱ A1(0) = A0 ❛♥❞ A2(0) = 0✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A1(z) = A0 cos (κz) , ✭✻✳✼✵✮

A2(z) = − jA0 sin (κz) , ✭✻✳✼✶✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ✐s ❧❛❣❣✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞r✐✈✐♥❣ ♠♦❞❡ ❜② π/2✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡♥❞✉❧❛ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡
♣♦✇❡r ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛♥ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛ π/2 ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡♥❞✉❧❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥✐♠❛t✐♦♥
❧✐♥❦❡❞ ✉♥❞❡r ✶✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❤❡♦r♣❤②s✳s❝✐❡♥❝❡✳r✉✳♥❧✴♣❡♦♣❧❡✴❢❛s♦❧✐♥♦✴s✉❜❴❥❛✈❛✴♣❡♥❞✉❧❛✴❧❛❜♦r❛t♦r②✲❡♥✳s❤t♠❧

✶✸✶

http://www.theorphys.science.ru.nl/people/fasolino/sub_java/pendula/laboratory-en.shtml


❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ P♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦s δ/κ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ✭❛✮ ❩❡r♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♠✐s♠❛t❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ✭❜✱ ❝✮ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
♠✐s♠❛t❝❤✱ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❡♥❞✉❧❛ t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✺❪✮

❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s A1(0) ❛♥❞ A2(0)✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✻✳✻✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✻✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✺❪

A1(z) =

[(
cos (σz)− j

δ

σ
sin (σz)

)
A1(0)− j

κ12
σ

sin (σz)A2(0)

]
ej δz, ✭✻✳✼✷✮

A2(z) =

[
− j

κ21
σ

sin (σz)A1(0) +

(
cos (σz) + j

δ

σ
sin (σz)

)
A2(0)

]
e− j δz, ✭✻✳✼✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② q✉❛♥t✐t✐❡s δ ❛♥❞ σ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2 = κ2 + δ2, ✭✻✳✼✹✮

δ =
β1 − β2

2
. ✭✻✳✼✺✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② δ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤
♣♦✇❡r ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ δ/κ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✽✳ ❩❡r♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♠✐s♠❛t❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ♥♦♥③❡r♦ ♠✐s♠❛t❝❤✱
♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

✶✸✷



❊①❛♠♣❧❡✿ ✸❞❇✲s♣❧✐tt❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❋♦r ❛ ✸ ❞❇✲❝♦✉♣❧❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t ❡q✉❛❧ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❧❡t ✉s ❛❣❛✐♥
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r✱ P = P1 = P2✱ β1 = β2 = β ❛♥❞ κ12 = κ21 = κ✳ ❋r♦♠ ❊qs✳ ✭✻✳✻✻✮✱ ✭✻✳✼✵✮✱ ❛♥❞
✭✻✳✼✶✮ ✇❡ ✜♥❞

P1(z) = |A1(z)|2 P = |A0|2 P cos (κz) ✭✻✳✼✻✮

P2(z) = |A2(z)|2 P = |A0|2 P sin (κz) ✭✻✳✼✼✮

❚❤❡ t✇♦ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r κz = π/4✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❝♦✉♣❧❡r t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

L✸❞❇ =
π

4κ
. ✭✻✳✼✽✮

✻✳✹ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♦♥❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✬s ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥❞❡①
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡✱ ❡✳❣✳✱ ✉s❡❞ ✐♥
✜❜❡r ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣s✱ ❣r❛t✐♥❣✲❛ss✐st❡❞ ✜❜❡r✲❝❤✐♣ ❝♦✉♣❧❡rs✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭❉❋❇✮ ❧❛s❡rs ♦r
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t♦r ✭❉❇❘✮ ❧❛s❡rs✳

✻✳✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈✐❛t❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ❛♥ ✐❞❡❛❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆ǫ (x, y, z) ♦❢ ❛ z✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡ ǫ (x, y)✱

ǫp (x, y, z) = ǫ (x, y) +∆ǫ (x, y, z) ✭✻✳✼✾✮

❋♦r ✏s♠❛❧❧✑ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s
✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aν (z)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

E(x, y, z) =
∑

ν

Aν (z) Eν(x, y) exp (− jβνz) ✭✻✳✽✵✮

+
∑

µ

ˆ

ρ

Aµ (ρ, z) Eρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ,

H(x, y, z) =
∑

ν

Aν (z)Hν(x, y) exp (− jβνz) ✭✻✳✽✶✮

+
∑

µ

ˆ

ρ

Aµ (ρ, z)Hρ,µ(x, y) exp (− jβµ (ρ) z) d ρ,

✇❤❡r❡ Aν (z) ✭Aµ (ρ, z)✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ✭r❛❞✐❛t✐♦♥✮ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣❡♦♠❡tr② ǫ (x, y)
❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆ǫ (x, y, z)✳ ❚❤✐s s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✶✸✸



❲❡ st❛rt ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱

∇×E(x, y, z) = − jωµ0H(x, y, z), ✭✻✳✽✷✮

∇×H(x, y, z) = jω (ǫ (x, y) +∆ǫ (x, y, z))E(x, y, z). ✭✻✳✽✸✮

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱

E(x, y, z) =
∑

ν

Aν (z) Eν(x, y) exp (− jβνz) ✭✻✳✽✹✮

H(x, y, z) =
∑

ν

Aν (z)Hν(x, y) exp (− jβνz) ✭✻✳✽✺✮

✇❤❡r❡ Eν(x, y) ❛♥❞ Hν(x, y) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ str✉❝t✉r❡✱
❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ǫ (x, y)✱

∇× (Eν(x, y) exp (− jβνz)) = − jωµ0 (Hν(x, y) exp (− jβνz)) , ✭✻✳✽✻✮

∇× (Hν(x, y) exp (− jβνz)) = jωǫ (x, y) (Eν(x, y) exp (− jβνz)) . ✭✻✳✽✼✮

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ✇❡ ✐♥s❡rt ❊q✳ ✭✻✳✽✹✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✺✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✽✷✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ∇× (ΦF) =
Φ (∇× F) + (∇Φ× F)✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

∑

ν

[
Aν∇ (×Eν exp (− jβνz)) +

∂Aν

∂z
ez × Eν exp (− jβνz)

]
✭✻✳✽✽✮

= − jωµ0

∑

ν

AνHν exp (− jβνz) ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♠✐tt❡❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts x✱ y✱ ❛♥❞ z ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞✐❜✐❧✐t②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣
❊q✳ ✭✻✳✽✹✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✺✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✽✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

∑

ν

[
Aν (∇×Hν exp (− jβνz)) +

∂Aν

∂z
ez ×Hν exp (− jβνz)

]
✭✻✳✽✾✮

= jω (ǫ+∆ǫ)
∑

ν

AνEν exp (− jβνz)

▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❊qs✳ ✭✻✳✽✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② ❊qs✳ ✭✻✳✽✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✽✾✮✱

∑

ν

∂Aν (z)

∂z
ez × Eν(x, y) exp (− jβνz) = 0 ✭✻✳✾✵✮

∑

ν

∂Aν (z)

∂z
ez ×Hν(x, y) exp (− jβνz) = jω∆ǫ

∑

ν

Aν (z) Eν(x, y) exp (− jβνz) . ✭✻✳✾✶✮

❉♦t✲♠✉t❧✐♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✾✶✮ ✇✐t❤H⋆
µ(x, y) ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✾✶✮ ✇✐t❤ E⋆

µ(x, y) ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

ν

∂Aν

∂z

[
(ez × Eν) · H⋆

µ − (ez ×Hν) · E⋆
µ

]
exp (− jβνz) = − jω∆ǫ

∑

ν

AνEν exp (− jβνz)

✭✻✳✾✷✮

❲❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② (a× b) · c = a · (b× c) ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r tr✐♣❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✾✷✮✱ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝r♦ss (x, y)✲♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱
❊q✳ ✭✻✳✶✺✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

✶✸✹



∂Aµ (z)

∂z
= − jω

4Pµ

∑

ν

¨ ∞

−∞
∆ǫEν · E⋆

µ dx d y Aν e
− j(βν−βµ)z, ✭✻✳✾✸✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱

∂Aµ (z)

∂z
= − j

∑

ν

κµν (z)Aν (z) e
− j(βν−βµ)z, ✭✻✳✾✹✮

■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts κµν (z) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

κµν =
ω

4Pµ

¨ ∞

−∞
∆ǫ (x, y, z) Eν(x, y) · E⋆

µ(x, y) dx d y, ✭✻✳✾✺✮

❛♥❞ Pµ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦✇❡r✲♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eµ (x, y) ❛♥❞
Hµ (x, y)✱

Pµ =
1

2

¨ ∞

−∞
❘❡
{
Eµ (x, y)×H⋆

µ (x, y)
}
· ez dx d y. ✭✻✳✾✻✮

❊q✳ ✭✻✳✾✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②✿ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆ǫ (x, y, z) ✐s ✏✇❡✐❣❤t❡❞✑ ❜②
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡✳ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♠♦r❡ ✏❡✛❡❝t✐✈❡✑ ✐❢ t❤❡② ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ str♦♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t Pµ > 0 ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✾✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞
t❤❛t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s Pµ < 0 r❡♣r❡s❡♥ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
z−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aµ (z) ❛r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣♦✇❡r Pµ (z) ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Aµ (z) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

Pµ (z) =
∣∣Aµ (z)

∣∣2 Pµ, ✭✻✳✾✼✮

✇❤❡r❡ Pµ (z) > 0 ✭Pµ (z) < 0✮ ✐❢ ♣♦✇❡r ✐s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ z−❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡
✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r P1 = P2 = P3 = . . . ✱ ❛♥❞ ✐❢ ∆ǫ ✐s r❡❛❧ ✭♥♦ ❧♦ss ♦r ❣❛✐♥✮✱
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts κνµ ♦❜❡② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥s✿

κνµ =

{
−κ⋆µν ❢♦r ❝♦✉♥t❡r♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s

κ⋆µν ❢♦r ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s
✭✻✳✾✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❛❞❥✉st t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s Eν (x, y) ❛♥❞ Eµ (x, y) s✉❝❤ t❤❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t κνµ ❜❡❝♦♠❡s r❡❛❧✳

✻✳✹✳✷ ▼♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ∆ǫ (x, y, z) t❤❛t ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥
z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② Λ✱ ❋✐❣✳ ✻✳✾✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ z✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s

∆ǫ (x, y, z) =
∞∑

q=−∞
∆ǫq (x, y) e

− j qKz, ✭✻✳✾✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✏s♣❛t✐❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✑

K =
2π

Λ
, ✭✻✳✶✵✵✮

✶✸✺



❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❆ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆ǫ (x, y, z) ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫ (x, y) ✇❤✐❝❤ ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚✇♦ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts βν ❛♥❞ βµ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛t✐♥❣
✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♥❞❡① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ∆ǫq (x, y) ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊q✳ ✭✻✳✾✹✮✱ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂Aµ (z)

∂z
= − j

∑

ν

∑

q

κµν,qAν (z) e
− j(βν−βµ+qK)z ✭✻✳✶✵✶✮

✇❤❡r❡

κµν,q =
ω

4Pµ

¨ ∞

−∞
∆ǫq (x, y) Eν(x, y) · E⋆

µ(x, y) dx d y ✭✻✳✶✵✷✮

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✶✵✶✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣✳ ❚♦ s♦❧✈❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r z✳ ❋♦r βν − βµ + qK 6= 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳
❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s Aµ (z) ♦r✐❣✐♥❛t❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧②
❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ βν ✱ βµ ❛♥❞ qK ❢♦r ✇❤✐❝❤

βν − βµ + qK ≈ 0. ✭✻✳✶✵✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❚✇♦ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts βν ❛♥❞ βµ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t qK t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ βν − βµ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✿ ❋✐❜❡r✲❝❤✐♣✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ ❣r❛t✐♥❣s

❆ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❣r❛t✐♥❣ ❡t❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡
❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t β❣✉✐❞ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t βr❛❞✳ ■❢ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♥❣❧❡
Θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

βr❛❞ = n3k0 sinΘ ✭✻✳✶✵✹✮

β❣✉✐❞ = nek0 ✭✻✳✶✵✺✮

✶✸✻



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ●r❛t✐♥❣ ❛ss✐st❡❞ ✜❜❡r✲❝❤✐♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❛✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s t♦
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ Θ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s r❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② K = 2π/Λ ♦❢
t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♠✉st ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ β❣✉✐❞ − βr❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✬s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ✜❜❡r✲
❝❤✐♣ ❝♦✉♣❧❡r t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✭❙▼❋✮ t♦ ❛ ❣r❛t✐♥❣ t❤❛t ✐s ❡t❝❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❤❡❧✐♦s✲♣r♦❥❡❝t✳❡✉✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✶✵✸✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❣r❛t✐♥❣ ✭|q| = 1)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
s♣❛t✐❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱

K = β❣✉✐❞ − βr❛❞ ✭✻✳✶✵✻✮

Λ =
λ

ne − n3 sinΘ
✭✻✳✶✵✼✮

❋♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ne = 2.5
♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λ = 1.55µ♠ ❛♥❞ ❛ t❛r❣❡t❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θ = 10➦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
❣r❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 670 ♥♠✳ ■♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣s ❝❛♥ r❛❞✐❛t❡ ❧✐❣❤t ✐♥ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦r❞❡rs |q| ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✵✸ ❢♦r βν = β❣✉✐❞ ❛♥❞ βµ = βr❛❞ ❢♦r
✭❛✮ q = −1 ❛♥❞ ✭❜✮ q = −2✳ ❲❛✈❡s r❛❞✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ |q| = 1 ✭|q| = 2✮
❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✜rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

✶✸✼

http://www.helios-project.eu


❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛t✐♥❣ ❛ss✐st❡❞ ♠♦❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ✭❛✮ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡✲❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞❡ ✭✏❚❊✵✑✮ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❚❊ ♠♦❞❡ ✭✏❚❊✶✑✮ r❡q✉✐r❡s
❛ ❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✭❜✐❣ ♣❡r✐♦❞✮✱ t❤❛t ❥✉st ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ✭❜✮ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❚❊ ♠♦❞❡ t♦ ✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❊①❛♠♣❧❡ ✷✿ ●r❛t✐♥❣✲❛ss✐st❡❞ ♠♦❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥✈❡rt ♦♥❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ✐♥t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡✳
❚❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❛ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r
❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✭❛✮✳ ❚♦ ❝♦✉♣❧❡ t✇♦ ❝♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❣r❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞
✭s♠❛❧❧ K✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s (q = 2, 3., . . . ) ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ♠✐❣❤t t❤❡♥ ❧❡❛❞ t♦
❧♦ss❡s ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✿ ❈♦♥tr❛✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✉♣❧❡ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜② ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r K✱ s❡❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✭❜✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇
❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✇✐t❤
✏✐❞❡♥t✐❝❛❧✑ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❡q✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡
s✐❣♥✱

βr = −βl = β ✭✻✳✶✵✽✮

Pr = −Pl ✭✻✳✶✵✾✮

κrl = −κlr = κ ✭✻✳✶✶✵✮

❚❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ ❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r K ≈ 2β ♦r Λ ≈ π/β✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆ǫ (x, y, z) ❤❛s ③❡r♦
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ z✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s✱ ∆ǫ0 (x, y) = 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✈❛r② r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ z ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✶✵✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✱

∂A❧ (z)

∂z
= jκAr (z) e

− j(2β−K)z, ✭✻✳✶✶✶✮

∂Ar (z)

∂z
= − jκA❧ (z) e

− j(−2β+K)z, ✭✻✳✶✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t l ✭r✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t κ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝∆ǫ1 (x, y) ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱

κ =
ω

4Pµ

¨ ∞

−∞
∆ǫ1 (x, y) E ❧(x, y) · E⋆

r (x, y) dx d y. ✭✻✳✶✶✸✮

✶✸✽



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣✳ Ar (z) ✭A❧ (z)✮
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✭❧❡❢t✮✳ ❙tr♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐t❤
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ±β ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Λ ≈ π/β✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱

δ = β − K

2
✭✻✳✶✶✹✮

✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥tr❛✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

∂Al (z)

∂z
= jκAr (z) e

− j 2δz ✭✻✳✶✶✺✮

∂Ar (z)

∂z
= − jκAl (z) e

j 2δz ✭✻✳✶✶✻✮

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦♥❧②✱ Ar (z = 0) =
A0 ❛♥❞ Al (z = L) = 0✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✻✳✶✶✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✶✻✮ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺❪

Ar (z) = A0
σ cosh (σ (z − L))− j δ sinh (σ (L− z))

σ cosh (σL) + j δ sinh (σL)
✭✻✳✶✶✼✮

Al (z) = A0
jκ sinh (σ (z − L))

σ cosh (σL) + j δ sinh (σL)
✭✻✳✶✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r σ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

σ2 = κ2 − δ2. ✭✻✳✶✶✾✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣ ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❇r❛❣❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭δ = 0✮ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡t✉♥✐♥❣
♦❢ δ/κ = 1.2✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✶✶✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❢♦r ③❡r♦ ❞❡t✉♥✐♥❣ ✭δ = 0✮✿

|Γ |2♠❛① =
|Al (0)|

2

|Ar (0)|
2 = tanh2 (κL) . ✭✻✳✶✷✵✮

❚❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s 1 ❛s t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❣r❛t✐♥❣s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✭❞❡t✉♥✐♥❣✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
κ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❧♦s❡ t♦ 1✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞ ❛
❧♦♥❣ ❣r❛t✐♥❣ ✭κL ❧❛r❣❡✮ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r κ✳ ❙✉❝❤ ❣r❛t✐♥❣s ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❯❱
❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧ κ✮ ♦✈❡r
❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳

✶✸✾



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✭|Ar (z)|
2
✮ ❛♥❞ t♦

t❤❡ ❧❡❢t ✭|Al (z)|
2
✮✳ ▲✐❣❤t ✇✐t❤ ✉♥✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✱ Ar (0) = 1✱

Al (L) = 0✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② T = |Ar (L)|
2
/ |Ar (0)|

2
❛♥❞

Γ = |Al (0)|
2
/ |Ar (0)|

2
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❛✮ ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❇r❛❣❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ③❡r♦

❞❡t✉♥✐♥❣ ✭δ = 0✮❀ ✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ δ/κ = 1.2✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺❪✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❇r❛❣❣ ❣r❛t✐♥❣s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❞❡t✉♥✐♥❣ δ/κ ❢r♦♠ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✭❛✮ ❲❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ κL = 0.5π❀ ✭❜✮ ▼❡❞✐✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
κL = 0.75π❀ ✭❝✮ ❙tr♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ κL = π✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✭❞❡t✉♥✐♥❣✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t κ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❧♦s❡
t♦ 1✱ ✇❡ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧♦♥❣ ❣r❛t✐♥❣ ✭κL ❧❛r❣❡✮ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r κ✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬✺❪✮

✶✹✵



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ▼♦❞❡ ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ E(1,1)
x ✲♠♦❞❡ ✭q✉❛s✐✲❚❊ ♠♦❞❡✮ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥✲

♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■❢ s✐❧✐❝♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❤❛s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳

✻✳✺ ▼❛t❡r✐❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ●❛✐♥ ♦r ❧♦ss ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ni ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ni ✈❛r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♦✈❡r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ■♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r
♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❡✳❣✳ ❡①❤✐❜✐t ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛✐♥✱
✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❧♦ss②✳ ■t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝❧❡❛r t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛✐♥ ♦r ❧♦ss ✐s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐❢ ✐t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❛❧ ❧♦ss ♦r ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❝♦r❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✻ ❢♦r ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜②
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❙❡❧❧♠❡✐❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❋♦r s✐❧✐❝♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs t♦ t❤❡
r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛t 1550 ♥♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❬❄❪

∆nr = −
(
8.8× 10−4 Ne

❝♠−3
+ 8.5

(
Nh

❝♠−3

)0.8
)

× 10−18, ✭✻✳✶✷✶✮

∆αm = 2k0∆ni =

(
8.5

Ne

❝♠−3
+ 6.0

Nh

❝♠−3

)
× 10−18❝♠−1. ✭✻✳✶✷✷✮

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡✲❝❛rr✐❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞✲♠♦❞❡ t❤❡♦r②✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖■ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠❛t❡r✐❛❧
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ni ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ■❢ ✇❡
✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❧♦ss❧❡ss ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫ = ǫ0n

2 = ǫ0 (n− jni)
2 ≈ ǫ0n

2− j ǫ0 2nni✱

∆ǫ = − j ǫ0 2nni. ✭✻✳✶✷✸✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✾✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
ν✲t❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡✱

∂Aν

∂z
= −1

2
ανAν ✭✻✳✶✷✹✮

✶✹✶



✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αν ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

αν =
ωǫ0
Pν

¨ ∞

−∞
n (x, y)ni (x, y) |Eν (x, y)|

2
dx d y. ✭✻✳✶✷✺✮

❊q✳ ✭✻✳✶✷✹✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡✱

|Aν(z)|2 = |Aν(0)|2 e−ανz ✭✻✳✶✷✻✮

■❢ ♦♥❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭✏❧♦ss r❡❣✐♦♥✑✱ ❧✳r✳ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
♣❛rt ✭ni (x, y) = ni ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦ss② r❡❣✐♦♥✱ ni (x, y) = 0 ❡❧s❡✇❤❡r❡✮✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t αν ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ αm = 2k0ni ❜②

αν = Γναm, ✭✻✳✶✷✼✮

✇❤❡r❡ Γν ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r✱

Γν =
ωǫ0n❧✳r✳

2k0Pν

¨

❧✳r✳

|Eν(x, y)|
2
dx d y, ✭✻✳✶✷✽✮

✇❤❡r❡
˜

❧✳r✳
. . . dx d y ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦ss② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ n❧✳r✳ ✐s

t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦ss✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦ss
❤❛s ❤❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r Γν ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❧♦ss② r❡❣✐♦♥✳
Γν ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞
❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦ss✳ ❋♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ♦❢ ❧♦✇ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

Γν ≈
˜

❧✳r✳
|Ψν(x, y)|

2
dx d y

˜∞
−∞ |Ψν(x, y)|

2
dx d y

✭✻✳✶✷✾✮

❆❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤♦✇s ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❧❛s❡rs ❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✇❤❡r❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ✇❡❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✼✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✾✸✮ ❛
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱

∂Aν

∂z
=

1

2
gνAν , ✭✻✳✶✸✵✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❛❧♦♥❣ z✱
∣∣Aν(z)

2
∣∣ =

∣∣Aν(0)
2
∣∣ egνz ✭✻✳✶✸✶✮

❚❤❡ ♠♦❞❛❧ ❣❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t gν ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛✐♥ gm ❜②

gν = Γνgm, ✭✻✳✶✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r Γν ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❝❛rr✐❡❞
✐♥ t❤❡ ❣❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ✭❣✳r✳✮✱

Γν =
ωǫ0n❣✳r✳

2k0Pν

¨

❣✳r✳

|Eν(x, y)|
2
dx d y. ✭✻✳✶✸✸✮

✶✹✷



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ▼♦❞❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥
♠❛❞❡ ❢r♦♠ ■♥●❛❆sP✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣♥✲❥✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝♦r❡✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧
❣❛✐♥ gν ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❛✐♥ gm ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡✱ ❊qs✳ ✭✻✳✶✸✷✮✱ ✭✻✳✶✸✸✮✱ ❛♥❞ ✭✻✳✶✸✹✮✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✮

❋♦r s❝❛❧❛r ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❧♦✇✲✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

Γν ≈
˜

❣✳r✳
|Ψν(x, y)|

2
dx d y

˜∞
−∞ |Ψν(x, y)|

2
dx d y

. ✭✻✳✶✸✹✮

■♥ ❧❛s❡rs ♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❛♠♦✉♥ts t♦ Γ ≈
20%✳

✻✳✻ ❇❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❇❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ str❛✐❣❤t
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❜❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s❤♦✇ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✶✽✿ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ ✐s r♦t❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭❝✴♥✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts
♠✉st ✏❜❡♥❞ ❜❛❝❦✑ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❜❡♥❞ r❛❞✐✉s✳

❋♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛♥❞
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✇r✐t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ψ ✐♥ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (r, ϕ)✱

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ (r, ϕ)

∂r

)
+

1

r2
∂2Ψ (r, ϕ)

∂ϕ2
+ k20n

2 (r)Ψ (r, ϕ) = 0 ✭✻✳✶✸✺✮

❆ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥s❛t③ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♣❧✐t ✉♣ t❤❡ r✲ ❛♥❞ t❤❡ ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱

Ψ (r, ϕ) = g (r)h (ϕ) ✭✻✳✶✸✻✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

r2

g (r)

∂2g (r)

∂r2
+

r

g (r)

∂g (r)

∂r
+ k20n

2 (r) r2 = − 1

h (ϕ)

∂2h (ϕ)

∂ϕ2
, ✭✻✳✶✸✼✮

✶✹✸



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ P❤❛s❡ ❢r♦♥ts ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜❡♥❞✿ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♥ts ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭❝✴♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
❢r♦♥ts ✏❜❡♥❞ ❜❛❝❦✑ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❜❡♥❞ r❛❞✐✉s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹❪✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ϕ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

h (ϕ) = C1 e
± j βϕϕ, ✭✻✳✶✸✽✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✳ ■♥s❡rt✐♥❣
❊q✳ ✭✻✳✶✸✽✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✶✸✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡
g (r)✿

r2
∂2g (r)

∂r2
+ r

∂g (r)

∂r
+
(
k20n

2 (r) r2 − β2
ϕ

)
g (r) = 0 ✭✻✳✶✸✾✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡s n (r)✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✱

r = Rt e
u
Rt u = Rt ln

(
r

Rt

)
u, r > 0, ✭✻✳✶✹✵✮

✇❤❡r❡ Rt ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❞ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ ❜❛r✱

g (r) = g (u (r)) ✭✻✳✶✹✶✮

n (r) = n (u (r)) ✭✻✳✶✹✷✮

■♥s❡rt✐♥❣ ❊qs✳ ✭✻✳✶✹✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✹✷✮ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✶✸✾✮✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂2g (u)

∂u2
+
(
k20n

2
t (u)− β2

t

)
g (u) = 0 ✭✻✳✶✹✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ nt (u) ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t βt ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜②

nt (u) = n
(
Rt e

u
Rt

)
Rt e

u
Rt , ✭✻✳✶✹✹✮

βt =
βϕ
Rt
. ✭✻✳✶✹✺✮

✶✹✹



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❡♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♣r♦✜❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❜❡♥❞ ✐♥ ❛ st❡♣✲✐♥❞❡① ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r ✐s tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ u ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✶✹✵✮✳ ✭❜✮ ❆❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ (u, ϕ)✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐❢ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ n (r) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦✜❧❡ nt (u)✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡♥t
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ✏❞❡✲
❢♦r♠❡❞✑ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ u✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✏♣r❡ss❡❞✑ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉t❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹❪✮✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ (u, ϕ)✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠
❛s ✐♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♣r♦✜❧❡ nt (u)✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✾✳

❚♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✶✹✹✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✏t✐❧t✑ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ P♦✇❡r ❧❡❛❦❛❣❡ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❢r♦♠
t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

βt = ne,tk0 < nt (u) k0 ⇔ nt (u) > ne,t, ✭✻✳✶✹✻✮

✇❤❡r❡ ne,t ❞❡♥♦t❡s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s ❧♦ss ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✒t✉♥♥❡❧✐♥❣✏ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✒♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r✏ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛rr✐❡r ♥❛rr♦✇❡r✱ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦❞❡
✇✐❧❧ ❜❡ ✒♣r❡ss❡❞✏ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦✉t❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞ ❜② t❤❡ t✐❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❛✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛t❡r❛❧ ♦✛s❡t ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ✭❛✮✳ ❇❡♥❞ r❛❞✐✐ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ✶µ♠ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡
❜❡♥❞✱ ❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ✭❜✮✳ ❋♦r ✇✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ str♦♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✇✐❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ❜❡ ❣✉✐❞❡❞

✶✹✺



❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ P♦✇❡r ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥ ❜❡♥t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s❀ ✭❛✮ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✶✹✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✏t✐❧t✑ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✳ P♦✇❡r ✐s ❧♦st ❜② ✒t✉♥♥❡❧✐♥❣✏
♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② nt (u) > ne,t✱ ✇❤❡r❡ ne,t ❞❡♥♦t❡s ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣r♦✜❧❡✳ ✭❜✮ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡
♥❛rr♦✇s t❤❡ ✏❜❛rr✐❡r✑ t❤❛t ❝♦♥✜♥❡s t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ✭❋✐❣✉r❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹❪✮✳

❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♥t♦✉r ✇✐❧❧
♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣ ❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡
❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r② r❡❣✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡
s♠♦♦t❤✱ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡s ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡
❤✐❣❤✲◗ r❡s♦♥❛t♦rs✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ✭❝✮✳

✶✹✻



❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❱❛r✐♦✉s ❜❡♥❞s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s❀ ✭❛✮ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛t❡r❛❧ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹❪✮ ✭❜✮ ❍✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st s✐❧✐❝♦♥✲♦♥✲✐♥s✉❧❛t♦r ✭❙❖■✮ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛❧❧♦✇
❢♦r ❜❡♥❞ r❛❞✐✐ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ✶µ♠✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞
❧♦ss❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❞ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✽❪✮❀ ✭❝✮ ❋♦r
✇✐❞❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛♥❞ str♦♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✇✐❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ❜❡ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦♥t♦✉r ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✇❤✐s♣❡r✐♥❣ ❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡s✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② ❧♦✇
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✱ s✐♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r♦✉❣❤ s✐❞❡✇❛❧❧ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❲❤✐s♣❡r✐♥❣✲❣❛❧❧❡r② ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦rs ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✼❪✮✳

✶✹✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s

❆✳✶ ❚✐♠❡✲ ❛♥❞ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐t✐❡s

■❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✱ t ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s u(t)✱ v(t)✱ ❛♥❞ h(t) ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱

❛♥❞ ũ(ω)✱ ṽ(ω)✱ ❛♥❞ h̃(ω) ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝tr❛✳

❆✳✶✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
Ft {u(t)}✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ F−1

ω {ũ(ω)} r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ũ(ω) ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ω✱

Ft {u(t)} = ũ(ω) =

+∞
ˆ

−∞

u(t) e− jωt dt✱ ✭❆✳✶✮

F−1
ω {ũ(ω)} = u(t) =

1

2π

+∞
ˆ

−∞

ũ(ω) e jωt dω✳ ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ω ✐s ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❆✳✷ ❱❡❝t♦r ❝❛❧❝✉❧✉s

❆✳✷✳✶ ❚❤❡ ◆❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r

●r❛❞✐❡♥t

∇ψ = gradψ =



∂x
∂y
∂z


ψ =



∂xψ
∂yψ
∂zψ


 ✭❆✳✸✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇e− j❦·r = − j❦e− j❦·r

✶✹✽



❈✉r❧

∇×❆ = rot❆ =



∂x
∂y
∂z


×



Ax

Ay

Az


 =



∂yAz − ∂zAy

∂zAx − ∂xAz

∂xAy − ∂yAx


 ✭❆✳✹✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇×❆0e
− j❦·r = − j❦×❆0e

− j❦·r

❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

∇ ·❆ = div❆ =



∂x
∂y
∂z


 ·



Ax

Ay

Az


 = ∂xAx + ∂yAy + ∂zAz ✭❆✳✺✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇ ·❆0e
− j❦·r = − j❦ ·❆0e

− j❦·r

▲❛♣❧❛❝✐❛♥

∇2❆ = △❆ =
(
∂2x + ∂2y + ∂2z

)


Ax

Ay

Az


 =



(
∂2x + ∂2y + ∂2z

)
Ax(

∂2x + ∂2y + ∂2z
)
Ay(

∂2x + ∂2y + ∂2z
)
Az


 ✭❆✳✻✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ∇2❆0e
− j❦·r = (− j)2(❦ · ❦)❆0e

− j❦·r

❆✳✷✳✷ ❇❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs

❆ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❇❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

✶✹✾



❆✳✸ ❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❇❡ss❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❇❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y, z) ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(ρ, ϕ, z)✳ ❋♦r ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ex✱ ey✱ ❛♥❞ ez ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ x✲✱ y✲✱
❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s eρ✱ eϕ✱ ❛♥❞ ez ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r
✐♥ ρ✲✱ ϕ✲✱ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ρ
t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡s❡
❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ρ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

✶✺✵



❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❇❡ss❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ y r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ y′(x) = ∂y

∂x ✳
Jν ❛♥❞ Yν ❞❡♥♦t❡ ν✲t❤ ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱
Iν ❛♥❞ Kν ❞❡♥♦t❡ ν✲t❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✾❪✮

✶✺✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼✐❧t♦♥ ❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞ ■r❡♥❡ ❆✳ ❙t❡❣✉♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥s✳ ❉♦✈❡r ♣✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✾✼✷✳

❬✷❪ ●♦✈✐♥❞ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ❋✐❜❡r✲♦♣t✐❝ ❝♦♠♠✉♥❝❛t✐♦♥s s②st❡♠s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✷✳

❬✸❪ ▼✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥✱ P✳ ❆✳ ❇❡ss❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❡❧❝❤✐♦r✳ ●❡♥❡r❛❧ s❡❧❢✲✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♥ Ö ♥
♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♣❧❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✳ ❖♣t✳✱ ✸✸✭✶✽✮✿✸✾✵✺✕✸✾✶✶✱ ❏✉♥
✶✾✾✹✳

❬✹❪ ❘✳ ❇❛❡ts✳ ✬❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✬✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✧▼✐❝r♦♣❤♦t♦♥✐❝s✧✱ ●❤❡♥t ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✾✳
❤tt♣✿✴✴♣❤♦t♦♥✐❝s✳✐♥t❡❝✳✉❣❡♥t✳❜❡✳

❬✺❪ ❈❤✐♥✲▲✐♥ ❈❤❡♥✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❣✉✐❞❡❞✲✇❛✈❡ ♦♣t✐❝s✳ ❲✐❧❡②✱ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✷✵✵✼✳

❬✻❪ ❉✳ ❈❤❡♥✱ ❍✳ ❘✳ ❋❡tt❡r♠❛♥✱ ❆✳ ❈❤❡♥✱ ❲✳ ❍✳ ❙t❡✐❡r✱ ▲✳ ❘✳ ❉❛❧t♦♥✱ ❲✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙❤✐✳ ❉❡♠♦♥✲
str❛t✐♦♥ ♦❢ 110●❍③ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧②♠❡r ♠♦❞✉❧❛t♦rs✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✼✵✭✷✺✮✿✸✸✸✺✕✸✸✸✼✱
❏✉♥❡ ✶✾✾✼✳

❬✼❪ P✳ ❉❡❧✬❍❛②❡✱ ❆✳ ❙❝❤❧✐❡ss❡r✱ ❖✳ ❆r❝✐③❡t✱ ❚✳ ❲✐❧❦❡♥✱ ❘✳ ❍♦❧③✇❛rt❤✱ ❛♥❞ ❚✳ ❏✳ ❑✐♣♣❡♥❜❡r❣✳ ❖♣✲
t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ♠✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✺✵✭✼✶✼✸✮✿✶✷✶✹✕
✶✷✶✼✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✼✳

❬✽❪ ❏✳ ❆✳ ❉✐♦♥♥❡✱ ▲✳ ❆✳ ❙✇❡❛t❧♦❝❦✱ ❍✳ ❆✳ ❆t✇❛t❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ P♦❧♠❛♥✳ P❧❛♥❛r ♠❡t❛❧ ♣❧❛s♠♦♥ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡s✿ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧♦ss ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❢r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✷✿✵✼✺✹✵✺✱ ❆✉❣ ✷✵✵✺✳

❬✾❪ ❲✳ ❋r❡✉❞❡✳ ❋✐❡❧❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❑❛r❧sr✉❤❡ ■♥st✐✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❑■❚✮✱
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✉♠ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭■P◗✮✱ ✷✵✶✵✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✳

❬✶✵❪ ❏❡✛ ❍❡❝❤t✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❋✐❜❡r ❖♣t✐❝s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✺ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✶❪ ❑✳ ■✐③✉❦❛✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✶ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✷❪ ❘❙♦❢t ❉❡s✐❣♥ ●r♦✉♣ ■♥❝✳ ❋❡♠❙■▼ ✸✳✸ ❯s❡r ●✉✐❞❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳rs♦❢t❞❡s✐❣♥✳❝♦♠✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✸❪ ❚❤♦♠❛s ▲✳ ❑♦❝❤ ■✈❛♥ P✳ ❑❛♠✐♥♦✈✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❋✐❜❡r ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ■■■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✹❪ ❏✳ ❉✳ ❏❛❝❦s♦♥✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❊❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✺❪ ❏✳ ❉✳ ❏♦❛♥♥♦♣♦✉❧♦s✱ ❘✳ ❉✳ ▼❛❡❞❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ◆✳ ❲✐♥♥✳ P❤♦t♦♥✐❝ ❈r②st❛❧s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✻❪ ❑❡♥❥✐ ❑❛✇❛♥♦ ❛♥❞ ❚s✉t♦♠✉ ❑✐t♦❤✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✼❪ ●❡r❞ ❑❡✐s❡r✳ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❝♦♠♠✉♥❝❛t✐♦♥s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✶✳
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❬✶✽❪ ❈✳ ❑♦♦s✱ ❈✳ ●✳ P♦✉❧t♦♥✱ ▲✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ▲✳ ❏❛❝♦♠❡✱ ❏✳ ▲❡✉t❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋r❡✉❞❡✳ ■❞❡❛❧ ❜❡♥❞
❝♦♥t♦✉r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❧♦ss ♦✈❡r♠♦❞❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ P❤♦t♦♥✐❝s
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❡tt❡rs✱ ■❊❊❊✱ ✶✾✭✶✶✮✿✽✶✾ ✕✽✷✶✱ ❏✉♥❡ ✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✾❪ ❆r✉♥ ❑✉♠❛r✱ ❑✳ ❚❤②❛❣❛r❛❥❛♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑✳ ●❤❛t❛❦✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✲❝♦r❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✿ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♣t✳ ▲❡tt✳✱ ✽✭✶✮✿✻✸✕✻✺✱ ❏❛♥ ✶✾✽✸✳

❬✷✵❪ ❏✳ ❨✳ ❨✳ ▲❡♦♥❣✱ P✳ P❡tr♦♣♦✉❧♦s✱ ❏✳ ❍✳ ❱✳ Pr✐❝❡✱ ❍❡✐❦❡ ❊❜❡♥❞♦r✛✲❍❡✐❞❡♣r✐❡♠✱ ❙✳ ❆s✐♠❛❦✐s✱
❘✳ ❈✳ ▼♦♦r❡✱ ❑✳ ❊✳ ❋r❛♠♣t♦♥✱ ❱✳ ❋✐♥❛③③✐✱ ❳✳ ❋❡♥❣✱ ❚✳ ▼✳ ▼♦♥r♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✳
❍✐❣❤✲♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲s❤✐❢t❡❞ ❧❡❛❞✲s✐❧✐❝❛t❡ ❤♦❧❡② ✜❜❡rs ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✶✲➭♠ ♣✉♠♣❡❞ s✉✲
♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❏✳ ▲✐❣❤t✇❛✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧✳✱ ✷✹✭✶✮✿✶✽✸✱ ❏❛♥ ✷✵✵✻✳

❬✷✶❪ ❊✳ ❆✳ ▼❛r❝❛t✐❧✐✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡r ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝s✳
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❬✷✷❪ ❉✳ ▼❛r❝✉s❡✳ ▲✐❣❤t ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❖♣t✐❝s✳ ❱❛♥ ◆♦str❛♥❞ ❘❡✐♥❤♦❧❞✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✷✳

❬✷✸❪ ❉✳ ▼❛r❝✉s❡✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✼✹✳

❬✷✹❪ ❑✳ ❖❦❛♠♦t♦✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❖♣t✐❝❛❧ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ✷✵✵✵✳
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❬✷✻❪ ❊✳ ❉✳ P❛❧✐❦✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❖♣t✐❝❛❧ ❈♦♥st❛♥ts ♦❢ ❙♦❧✐❞s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✱ ✶✾✾✽✳

❬✷✼❪ ❈✳ ●✳ P♦✉❧t♦♥✱ ❈✳ ❑♦♦s✱ ▼✳ ❋✉❥✐✐✱ ❆✳ P❢r❛♥❣✱ ❚❤✳ ❙❝❤✐♠♠❡❧✱ ❏✳ ▲❡✉t❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ❲✳ ❋r❡✉❞❡✳ ❘❛✲
❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ❧♦ss ✐♥ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡①✲❝♦♥tr❛st ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■❊❊❊ ❏✳ ❙❡❧✳ ❚♦♣✳ ◗✉❛♥✲
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